Explorativ ovning 5

MATEMATISK INDUKTION*

Syftet med denna Gvning &r att introducera en av de viktigaste bevismetoderna i matematiken
— matematisk induktion. Termen “induktion” &r lite olycklig darfor att matematisk in-
duktion ar en i hogsta grad deduktiv metod. Men faktum &r att ett bevis med hjalp av
matematisk induktion mycket ofta baseras pa vanlig induktion dvs en serie av matematiska
experiment som leder till en generalisering — man formulerar en férmodan (en hypotes) och
darefter ger man ett strangt bevis med hjilp av matematisk induktion. Vi skall exemplifiera
bevis med matematisk induktion nedan. Du kan ocksa lasa avsnitt 4.2 i Vretblads bok.

Vi borjar med ett exempel for att darefter formulera induktionsprincipen.

Exempel. Undersok vilka belopp som kan betalas med tvakronors— och femkronorsmynt (t
ex i Danmark finns det sadana). Formulera en férmodan och ge ett bevis.

Lésning®. Vi har redan sysslat med den uppgiften i Ovning 3. Det ar klart att beloppen 1
krona och 3 kronor inte kan betalas. Men det verkar som att varje belopp storre dn 3 kronor
kan betalas med givna mynt (4=2-2,5=5-1,6=2-3,7=2-145-1 osv.). Vi formulerar
detta som var formodan och forsoker ge ett bevis. Vi antar att ett belopp pa k kronor, dar
k > 4 kan betalas dvs

k =2x + by

dvs k kronor betalas med x tvakronorsmynt och y femkronorsmynt. Nu vill vi visa att d&ven
beloppet pa k + 1 kronor kan betalas med dessa mynt.

Vi resonerar sa har. Om antalet av femkronorsmynt &r minst 1 dvs y > 1 sa ersédtter vi ett

*MAL 200/220, ht 01
TUppgiften kan 16sas pa flera andra sitt.
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sadant mynt med 3 stycken tvakronorsmynt (i stéllet far vi 6 kronor). I matematiska termer
betyder det att

E+1=2(x+3)+5y—1).

Om déremot y = 0 dvs man betalar k¥ = 2z kronor med enbart tvakronorsmynt, sa maste
x > 2 (ty k > 4). Isadant fall ersitter vi tva stycken tvakronorsmynt med en “femma”. I
matematiska termer:

k+1=2z—2)+5

Alltsa géller implikationen:

Om ett belopp k kronor kan betalas och k > 4, sa kan beloppet k + 1 kronor betalas.
Nu drar vi slutsatsen att varje belopp pa minst 4 kronor kan betalas med tva— och femkro-
norsmynt. Vi vet namligen att 4 kronor kan betalas och mdjligheten att kunna betala k

kronor med k > 4 implicerar moéjligheten att kunna betala nésta belopp pa k + 1 kronor. [

Resonemanget ovan ar just ett exempel pa matematisk induktion. Induktionsprincipen

fungerar pa foljande sdtt. Man har en foljd av pastaenden Pi, Ps, P3, ..., P, ... (i vart
exempel ovan ar pastaendena: P = “4 kronor kan betalas med givna mynt’, Py = “5 kronor
kan betalas med givna mynt’, P3 = “6 kronor kan betalas med givna mynt” osv.). Induk-

tionsprincipen siger foljande:

Lat P, Py, ..., Py, ... vara en foljd av pastaenden sadan att

1. det forsta pastaendet Py dr sant

och

2. for varje k > 1 gadller implikationen: om pastaendet Py dr sant sa ar pastaendet Py
ocksa sant.

Da ar alla pastaenden P, for n=1,2,3,... sanna.

Slutsatsen bygger pa foljande resonemang: P; ar sant. Att P; &r sant medfor att P» ar
sant. Alltsa ar P, sant. Att P, ar sant medfor att P3 ar sant. Alltsa &r P3 sant. Att P3; ar
sant medfor att P, ar sant. Alltsa ar Py sant osv. Vi sluter oss till att P, ar sant for alla
n=123,...

Denna motivering ar inte ett bevis av induktionsprincipen som &r en mycket viktig egenskap
hos de naturliga talen. Vi diskuterar denna princip senare i kursen i samband med de naturliga
talens egenskaper. Innan vi évergar till 6vningar 1at oss notera att ett bevis av implikationen



“om Py gdller sa gdller Pyyq1” kallar man for induktionssteget. Forutsiattningen att Py
géller kallas vanligen induktionsantagandet.

Det finns flera enkla modifikationer av induktionsprincipen. Vi moter dessa modifikationer i
olika bevis. Vi ger exempel pa ett antal mycket vanliga tillimpningar av induktionsmetoden

i samband med O6vningar nedan. Vi diskuterar ocksa andra exempel pa foreldsningen.

I forsta hand forsok 16sa uppgifterna A — F, H, I

évning A
1. Man berittar ofta foljande héndelse ur C.F Gauss ¥ liv. Gauss matematiklirare ville
sysselsitta sina elever under en langre stund. Han beordrade dem da att berdkna
summan av alla naturliga tal fran 1 till 100 dvs summan:
100
D i=14243+-+100.

i=1

Gauss, som da var 8 ar gammal, kom med sin 16sning efter en kort stund — summan &ar
lika. med 5050. Gauss tankte sa hér. Betrakta i stéllet tva summor:

S(100) =142+ 3+ -+ 99 + 100

och

S(100) = 100 + 99 + 98 4 - -+ + 2 4 1.

Néar man parar ihop motsvarande termer (forsta med forsta, andra med andra, osv) sa
far man 100 par och summan i varje par ar 101. Alltsa ar

25(100) = 100 - 101.

Detta ger

1
5(100) = 510100 = 5050.

fCarl Friedrich Gauss (30/4 1777 — 23/2 1855) var en av de mest framstidende matematikerna genom
tiderna. I sin doktorsavhandling (1799) sysslade han med polynomekvationer och visade en mycket viktig sats
som ibland kallas “algebrans fundamentalsats” (idag snarare ”polynomalgebrans fundamentalsats”). Hans
mest kdnda verk heter “Disquisitiones Arithmeticae” (1801) och handlar mest om talteori. 17 &r gammal
visade Gauss hur man kan konstruera en regelbunden 17-hérning med passare och linjal. Detta avgjorde hans
val mellan matematik och lingvistik som var ett annat av hans stora intressen. Gauss sysslade ocksa med fysik
och astronomi.



4 Explorativ 6vning 5

2. Forsok generalisera Gauss metod och skriv ut formeln for summan

Sn)=> i=1+2+---+n
i=1

av n efterféljande heltal.

3. Betrakta foljande bild och anvand den for att bevisa formeln for S(n) i enlighet med
Gauss idé (bilden svarar mot n = 5):

4. Ge ett bevis av formeln fér S(n) med hjalp av matematisk induktion.

ovning B

1. Betrakta foljande bilder och summera ettorna i varje tabell pa tva olika sitt — i hela
kvadraten (ett sétt) och som summor av ettorna i varje “vinkel” (det andra sittet):

11111
1 11 Lo 11111

11 1 111
111 1 11 111 1 11111
1 11 1111 11111
11111

Vilka formler for antalet ettor i varje kvadrat far man? Kan Du generalisera resultaten
till en formel giltig for varje n x n — kvadrat?

2. Forsok nu ge ett induktivt bevis (dvs ett bevis med hjilp av matematisk induktion) for
Din formel.

Ledning. Detta bevis finner Du som exempel i slutet av denna stencil eftersom det ar
vart forsta exempel pa ett bevis av en likhet mellan tva uttryck. Men forsok forst att
skriva ett bevis pa egen hand. Liknande exempel féljer nedan.



Ovning C
1. Studera summor

n

3 LS S S S S
‘s (i+1) 1-2 2.3 3-4 n(n+1)

=1

for n = 2,3,4,5. Stall upp en férmodan och bevisa Ditt pastaende med matematisk
induktion.

2. Observera att

1 1
i(i+1) 1 i+1

—_

och utnyttja likheten till att bestamma en formel for summan ovan.

C)VIIil’lg D
1. Bevisa med matematisk induktion att

n

Zi(i—i—l)—1-2+2.3+3.4+...+n.(n+1)_”(”+1;(”+2)_

i=1

2. Man definierar n! =1-2---n (man utldser symbolen n! som “n fakultet”). Visa att
n

» ieil=1-14+2-2043-3 4 n-nl=(n+1) -1
i=1

f)vning E

Matematisk induktion anvénds mycket ofta for att bevisa olikheter. Vi dgnar denna
Ovning at olikheter.

1. Studera beviset av olikheten 3" > n3 da n > 4 i Vretblads bok pa sid. 101 (75).
2. Bevisa pa liknande sitt olikheten 2" > n? da n > 5.

évning F

1. Betrakta talféljden 1,3,6,10,15,.... Kan Du skriva ut nagra efterfdljande tal?
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2. Lat ag beteckna k—te talet i foljden dvs a1 = 1, as = 3, ag = 6 osv. Ange sambandet
mellan a1 och a; da k > 1.

Anmairkning. Lat aj,ag,...,ar,axr1 ... vara en talfoljd. En formel som uttrycker
ar+1 med hjalp av aj (ibland &ven tidigare termer som t ex ai_1) kallas en rekur-
sionsformel (se exempel i Vretblads bok pa sid. 103 (77).

3. Kan Du uttrycka a, med hjilp av n? Forsok! Svaret finns pa slutet av denna stencil.
Bevisa Din formel med matematisk induktion.

4. Los uppgift 4.30 (424) i Vretblads bok. Observera att man hir maste anvénda en
modifikation av induktionsprincipen: Man kontrollerar att de tva forsta pastaendena
Py och Py gdller. Darefter visar man implikationen: for varje k > 1, om Py och Py
galler sa gdller ocksa Pyyo.

évning G

Vi skall fortsitta tankegangen fran Ovning B och summera bade de naturliga talen och
deras kvadrater (om Du tycker att det &r roligt sa kan Du med samma metoder ga
vidare och summera t ex tredje eller fjarde potenser av de naturliga talen osv).

1. Vi borjar med summan
n
Zi2:12+22+...+n2_
i=1

Studera foljande tabeller och summera talen pa tvéa olika sétt som i Ovning B:

1 2 3 4 5 1 23 k n
1 2 3 1234 1 2 3 45 1 23 k n
1 2 1 2 3 4
1 1 9 1 2 3 1 9 3 4 1 2 3 45
1 2 3 1 2 3 4 12 3 4 5 1 23 k n
1 2 3 45

Utnyttja formeln fér summation av de naturliga talen som vi fick i uppgiften om summan
1424 ---4+n. Det behovs nagra omskrivningar innan man kommer at den sokta
summan av kvadraterna. Nér Du far en formel kontrollera forst att den &r riktig for,
sag, n=1,2,3,4.

2. Utnyttja de tva olika sitten att summera ettorna i Ovning B for att fa formeln for
Si(n) =142+ .-+ 4+ n. Den uppgiften ar nagot enklare &n forra, men det kravs ocksa
en enkel omskrivning.



3. Férsok ge en formel for Ss(n) = >0 i3 = 134+ 23 4+ 3% 4 .-+ + n® genom att placera
12,2232, ... ,n?istallet for 1,2,3,...,n i tabellerna ovan. Bevisa formeln med matem-
atisk induktion. (Du behover inte gora den uppgiften om Du inte har tid. For den
sokta formeln se eventuellt svar pa slutet av denna stencil.)

Ovning H

“Tornen i Hanoi”. Problemet formulerades ar 1883 av den franske matematikern
Edouard Lucas under pseudonym M. Claus. Pa en platta med 3 pinnar sitter n stycken
skivor med olika diameter pa en av pinnarna (bilden visar n = 7 skivor — detta ar antalet
skivor pa en IKEA-model som kan képas for 35 kronor).

Dessa skivor skall flyttas till en annan pinne med hénsyn till féljande regler:
R1. Endast en skiva kan flyttas vid varje drag och séttas pa en annan pinne.

R2. En storre skiva far inte placeras pa en mindre.

1. Los uppgiften for n = 2,3,4,5,6,7 skivor (Du kan “konstruera” Ditt eget spel genom
att valja 7 foremal av olika storlek som kan ldggas pa varandra).

2. Antag att Du har 16st problemet for t ex 6 skivor. Hur kan Du beskriva Din strategi
for att losa problemet for 7 skivor?

3. Kan Du bevisa att det alltid gar att 16sa problemet for varje n? Hur kan man utnyttja
matematisk induktion?

4. Hur manga drag behovs det for att 16sa problemet for n skivor?

$Detta enligt Tan Stewarts bok “The Magical Maze” med undertiteln “Seeing the world through mathemat-
ical eyes”. Boken kom ut 1997 i London. I boken citeras en saga som berattar om bakgrunden till problemet
med “Tornen i Hanoi” eller snarare tornen i véirldens medelpunkt vid Benares templet. I Ian Stewarts bok
finns flera mycket intressanta matematiska problem som inte forutsétter nagra forkunskaper i &mnet.
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Ovning 1

1. Forsok hitta ett fel i foljande “bevis” med matematisk induktion. Vi pastar att alla
manniskor har samma ogonfdrg. Satsen ar sjalvklart sann om antalet ménniskor n ar
lika med 1. Antag att satsen ar sann for antalet ménniskor lika med k dvs antag att
i varje population med k individer har alla samma &gonfarg. Ta nu k + 1 ménniskor.
Utelamna en ménniska i gruppen. De aterstaende k har samma 6gonfiarg enligt induk-
tionsantagandet. Ta nu den ménniska som vi har uteldmnat och jamfor hennes 6gonférg
med en av dem som ingar i gruppen pa k ménniskor. De har samma 6gonfirg enligt
induktionsantagandet. Alltsa har alla k + 1 samma 6gonfiarg. Nu géller pastaendet for
n =1 och om det géller for k sa géaller det for k + 1. Enligt induktionsprincipen géller
pastaendet for varje n = 1,2, 3,4, ... dvs alla ménniskor har samma 6gonfarg.

Foljande ovningar i Vretblads bok rekommenderas:

Vretblad: 4.9 (408), 4.12 (410), 4.14 (412), 4.20 (416), 4.21 (417), 4.25 (421), 4.29
(423), 4.33 (427).

Nagra losningar och svar:
6vning B:
Vi vill visa att for varje n > 1 géller likheten

1434+ 2n—-1)=n

Forst kontrollerar vi att likheten géller da n = 1 (“pastaendet P;”):

V.L.=1 och HL.=12

sa att V.L = H.L.

Nu antar vi att likheten géller for ett naturligt tal k > 1 (“pastaendet Py”) dvs

14344 (2k—1) = k2

Vi vill visa att likheten da maste gélla for nésta tal k + 1 (“pastaendet Py11”) dvs

1434 +0Qk—1)+2k+1) = (k+1)2%



(Vi vill visa att pastaendet P medfor pastaendet Pyy1).
Vi startar med vansterledet i sista likheten och utnyttjar forutsattningen att nast sista likhet

galler:

T4+3+ -+ k-] +2k+1) =K+ (2k+1) = (k+ 1)

Vi har bevisat pastaendet for k41 under forutsattningen att pastaendet géller for k. Darmed
kan vi konstatera att likheten enligt induktionsprincipen géaller for varje naturligt tal n > 1.

(")vning F:

n(n+1).

Svar: ap, = ——

évning G 3:

Svar: Sz(n) =Y 1" 3 =134+22+33+ - +nd=(1+2+--+n)?
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