Losningar till tentan i MAL 200 del 4 och MAL 220 del 2

1. (a) I Z4 saknar 2 invers eftersom z ® 2 blir 0 eller 2 men aldrig 1 f6r nagot
T € Z4.

(b) Tex tva trianglar som Gverensstdmmer i tva vinklar och mellanliggande
sida, ar kongruenta.

(c) Tex relationen given av z ~ y < z dr halvsyskon med y pa méngden av
méanniskor. Om tex z och y har samma mamma och y och z har samma
pappa behover inte x och z ha nagon férdlder gemensamt och darmed ar de
inte halvsyskon.

2. Ser nu att n? antar foljande viirden. Soker n s att n? +2 = 0 modulo 3, dvs si
att n? = 1 modulo 3.

n

01 2
n?|0 1 1

Slutsaten &r alltsa att for n = 1 eller n = 2 modulo 3, dvs for alla n sadana att
3 n giller 3|n? + 2.
3. (a) (z—V2)(x—1) =22 - (V2+1i) +iV2.
(b) (= V2)(x =)z +9) = (+ = V2)(2* +1) = 2° = V22* + 2 - V2.
(©) (2 =vV2) (@ +V2) (@ —i)(z+i) = (2" -2)(=* + 1) =2* —2° - 1.

Dessa ar alla av lagsta mojliga grad.

4. (a) Ja, ty uttrycket ar helt symmetriskt i z och y.

(b) Ja, ty
(xxy)*xz=(a2y—z—y+Drxz=(zy—z—y+2)z2—(zy—2z—y+2)—2+2
zx(yxz)=xx(yz—y—z+2)=z(yz—y—2+2)—ox— (yz—y—2+2) + 2.
och forenkling visar att leden ar lika.

(c) Ja, %2 =122 —x —2+ 2=z sa 2 ir det neutrala elementet.

(d) Tag z och sok y sa att  xy = 2. Finner att
x

2=zxy=zy—z—y+2=ylr—-1)—2+4+2 < y=— 1
x —_—

vilket blir ett heltal bara da x = 0 och x = 2. Alltsa har bara elementen
utom 0 och 2 och de ar sina egna inverser.

5. (a) Pa forsta stolen kan man placera 6 olika personer. P& andra stolen finns
5 kvar att vilja bland, osv. Multiplikationsprincipen ger 6! = 720 olika
mojligheter.

(b) Vilj forst ut stolarna som kvinnorna sitter pa. Det finns tva mojliga sitt att
gora detta. Sedan kan man placera ut kvinnorna pa dessa stolar pa 3! olika
siatt pa dessa stolar och mannen pa 3! olika siatt pa de aterstaende stolarna.
Totalt kan detta alltsa goras pa 23!3! = 72 olika séitt.

(c) Vilj ut stolarna som kvinnorn skall sitta pa. Det kan goras pa 4 olika sitt.
Sedan blir problemet som ovan. Far totalt 43!3! = 144 olika mojligheter.



6. Antag att vi har en fyrhorning med horn A B,C och D. Dra diagonalen AC. Vi
behover ni visa tva implikationer.

Forst antag att fyrhorningen ar en parallellogram. Da inser vi att eftersom sidorna
AB och CD éar parallella ar alternatvinklarna BAC och ACD kongruenta enligt
foljdsats till Sats 7. Pa samma sétt inses att da sidorna AD och BC &r parallella
att vinklarna ACB och CAD ar kongruenta. Eftersom diagonalen dr gemensam i
de tva deltrianglarna ger kongruensfallet v-s-v att trianglarna ar kongruenta och
darmed &r motstaende sidor i parallellogramens kongruenta d vs lika langa.

Omvint antag att att motstaende sidor i parrallellogrammen &r lika langa, dvs
kongruenta. Da ger kongruensfallet s-s-s att trianglarna ar kongruenta. Darmed
ar vinklarna BAC och ACD kongruenta. Da dessa tva &r alternatvinklar ger sats
6 att sidorna AB och CD ar parallella. Liknande argument visar att dven sidorna
AD och BC éar parallella.

7. (a) Visagiuppgift 1 att 2 dr en nolldelare i Z, eftersom 2 -2 = 0.

(b) Tag godtyckligt a # 0 och antag att att a - b = 0. Eftersom R &r en kropp
och a # 0 finns invers a~!. Om vi forlinger med ¢~ i a-b = 0, ser vi att
b = 0. Slutsatsen ar alltsa att a inte ar nolldelare. Eftersom a var godtycklig
betyder detta att kroppen R saknar nolldelare.

(c) Visar det kontrapositiva pastaendet: n ej primtal = Z,, ej kropp. Antag
darfor att n = k£ x[. Nu inser vi att k£ ar en nolldelare i Z,, eftersom
k xl =n = 0 modulo n, och darfor ar inte Z,, en kropp enligt ovan.

8. Reflexivitet: Vill kontrollera om a ~ a dvsom axa™! € H for alla a € G.
Detta galler ju eftersom axa ! = 1 och di H ar en delgrupp sa innehaller
den det neutrala elementet enligt definitionen fér grupp.

Symmetri: Antag att a ~ b dvsatt axb™! € H och visa att b ~ a dvsatt
bxa~! € H. Detta inses eftersom om axb~' € H maste dess invers (a *
b~1)"! =bxa ! ocksa tillhéra H enligt definitionen for grupp.

Transitivitet: Antag att a ~bochb~c, dvsatt axb™!' € H ochbxc™! € H.
Visa nu att @ ~ cdvs att a x ¢! € H. Men detta foljer direkt eftersom
axbtxbxc! =axc™! € H eftersom H ar sluten.



