Explorativ 6vning 10

RELATIONER OCH FUNKTIONER*®

Ovningens syfte ar att bekanta sig med begreppet relation pa en mingd M. Begreppet
“relation” i matematiska sammanhang anknyter till betydelsen av samma ord i vardagliga
situationer d& en relation ofta &r ett samband mellan tva individer (dvs ett par). Den formella
definitionen &r foljande (se ocksa Vretblads bok avsnitt 3.3):

(10.1) Definition. Med en relation R pa en méngd M menas en godtycklig méngd besté-
ende av par (z,y), dir z,y € M. Med andra ord &r en relation pd M en godtycklig delméngd
R till den kartesiska produkten

MxM ={(z,y) : 2,y € M}.
O
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Om z,y € M och (z,y) € R, dir R &r en relation pd M s& skriver man ofta  ~ y. Men “ ~
ersatts oftast med andra tecken som traditionellt betecknar kdnda relationer t ex med “ <”
eller “|”.

Exempel. (a) Lat M vara méngden av alla elever i en skola. Vi forutsdtter att skolan ar av
“gammal modell" si att varje elev tillhor exakt en klass. Tva elever x och y ar relaterade, dvs
x ~ y, precis dd x och y gar i samma klass. R bestéar i detta fall av alla par (z,y), dar = och
y ar tvd elever som gar i samma klass (dven par (z,z) &r tillatna).

(b) Lat M = {1,2,3,4} och lat

R={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,4),(3,3),(4,4) }.

Man kan skriva 1 ~ 3 eller 2 ~ 2. Man har sammanlagt 16 par (z,y) i M x M, men endast 8
par ingar i relationen R. Relationen R ar helt enkelt delbarhetsrelationen pa mingden M dvs
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x ~ y precis da z|y.

(c) Lat M = R vara mingden av de reella talen. Definiera R = {(z,2%) : 2 € R} C M x M.

Relationen R #r helt enkelt grafen av funktionen f(z) = 22 dvs den bestér av alla punkter pa

parabeln y = z2. Hir har vi z ~ y precis da y = 22.

Huvudbegreppen i detta avsnitt ar

e relation
e ckvivalensrelation

e ekvivalensklasser och partitioner

Dessutom diskuterar vi mycket kort

e ordningsrelationer

e funktionsgrafer som relationer

Vi presenterar kortfattat dessa begrepp nedan. De finns ocksa i avsnitten 3.3 och 3.4 1 Vretblads
bok.

Ett s& allmént relationsbegrepp ar inte sérskilt anvandbart. Men i matematiska situationer
har man olika relationer som satisfierar olika ytterligare villkor. Vi diskuterar férst ekviva-
lensrelationer och dérefter, mycket kort, ordningsrelationer och funktionsgrafer.

(10.2) Definition. En relation “ ~” pé& en méngd M kallas for en ekvivalensrelation om
(a) z ~ z (reflexivitet),

(b)  ~ y implicerar y ~ x (symmetri),

(c) z ~y och y ~ z implicerar z ~ z (transitivitet),

da z,y,z € M. O

Exempel. Lat M vara méngden av alla elever i en skola (som ovan) och lat tva elever z
och y vara relaterade, dvs x ~ y, precis d& = och y gar i samma klass. Man kontrollerar utan
svarigheter att “~” dr en ekvivalensrelation p&d M: z ~ z (ty  och z gir i samma klass), z ~ y
ger y ~ x (ty = och y gir i samma klass ger att y och z gar i samma klass), och slutligen,
z ~yochy~ zgerz~z(ty z och y gar i samma klass samt y och z gar i samma klass ger
att x och z gar i samma klass).



(10.5) 3

(10.3) Definition. Lat ~ vara en ekvivalensrelation p& en méngd M. Med ekvivalensklas-
sen av £ € M menas méingden

[z]={y e M :y ~ z}.

Man sédger att = &r klassens representant. O

Om M &r méngden av alla elever i en skola och z &r en elev, s& dr ekvivalensklassen [z]
miéangden av alla elever som gar i samma klass som z. Varje elev representerar sin klass. Alla
klasser ger en partition av M — varje elev gar i en klass och olika klasser ar disjunkta. Rent
allmént definierar vi:

(10.4) Definition. En partition av en méngd M &r en uppdelning av alla element tillho-
rande M i parvis disjunkta delméngder.
O

Vi visar nedan att ekvivalensklasserna till en ekvivalensrelation p& M utgor en partition av
M dvs M &r unionen av alla ekvivalensklasser och olika ekvivalensklasser ar parvis disjunkta.

(10.5) Proposition. Lit M vara en mdngd med en ekvivalensrelation ~.
(a) Varje element i M tillhor en ekvivalensklass, mera exakt: x € [z].

(b) Tva element representerar samma ekvivalensklass dd och endast dd de dr ekvivalenta dvs
[z] =y &z ~y.

(¢) Tvé olika ekvivalensklasser dar disjunkta.

(d) M ar unionen av alla ekvivalensklasser.

Bevis. (a) ir klart ty z ~ z innebéar att z € [z].

(b) [z] =y =>z€[z]=[y =z ~y. Antagnu att z ~y. Om z € [z] s ger z ~z och z ~ y
att z ~ y sd att z € [y]. Alltsé ar [z] C [y]. Av symmetriskdl har man ocksa [y] C [z].

() Om z € [z] N[y] s& &r z ~ x och z ~ y s& att x ~ y ur symmetrin och transitiviteten
(z ~z ger x ~ z som med z ~ y ger x ~ y). Enligt (b) dr [z] = [y]. Detta betyder att om

[z] # [y] s& saknar dessa klasser ndgot gemensamt element z.

(d) Foljer direkt ur (a). O
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(10.6) Foljdsats. Ekvivalensklasserna av varje ekvivalensrelation pé M bildar en partition
av M.

Bevis. Foljer omedelbart fran (c) och (d) i (10.5). 0.

Man kontrollerar mycket litt att om M &r en méngd (t ex méngden av alla elever i en skola)
som man har uppdelat i parvis disjunkta delméngder M; (t ex klasser) dvs M = UM; och
M;NM; =0 om i # j, s& har man en ekvivalensrelation pa M: man definierar z ~ y da =
och y tillhér samma partitionsméangd M;.

Detta visar att ekvivalensrelationer pad méangder ar helt enkelt partitioner av dessa méngder
dvs uppdelningar i parvis disjunkta delmé&ngder. Dessa uppdelningar uppstar som resultat
av en speciell egenskap hos visa par av mingdens element. En partition &r en klassifikation
av méngdens element med avseende pé en viss (ofta intressant) egenskap — denna egenskap
ar given genom en ekvivalensrelation pd méngden (tédnk igen pa elever i en skola och deras
“klassifikation” efter tillhorigheten till olika klasser).

En annan mycket vanlig typ av relationer dr ordningsrelationer.

(10.7) Definition. En relation “ <” pé en mingd M kallas en partiell ordningsrelation
(eller en partiell ordning) om

(a) z < z (reflexivitet),

(b) <y och y < z implicerar att x < z (transitivitet),

(¢) x = y och y < z implicerar att z = y (antisymmetri).

Man skriver £ < y om z <y och = # y. Om dessutom en relation “ < ” satisfierar

(d) for godtyckliga z,y € M géller det att z < y eller y < z eller z = y (trihotomi),

sd séger man att relationen &r en ordningsrelation (eller en ordning pa M). O
(10.8) Exempel. (a) Lat M = R och 13t z < y betecknar den vanliga ordningsrelationen
z < y pa de reella talen. Vi vet mycket val att den relationen ar en ordningsrelation i enlighet
med definitionen ovan.

(b) Lat M = N = {1,2,3,...} vara méngden av de naturliga talen. Relationen z|y (dvs “=”
tolkas som “|”) &r en partiell ordningsrelation pa N ty z|z, om z|y och y|z s& z|z samt z|y och

ylz ger x = y. Men “|” &r inte en ordningsrelation, ty (d) i definitionen ovan géller inte d&a
man t ex viljer £ = 2 och y = 3. O
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(10.9) Vi avslutar med en observation att varje funktion f : X — X definierar en relation —
namligen méngden av alla par (z, f(z)) € X x X. Lat oss pAminna om att med en funktion
fran en mangd X till en méngd Y menar man vanligen en regel som mot varje £ € X ordnar
exakt ett element y € Y. D4 skriver man y = f(z) och f: X - Y. Ivart fall har vi X =Y
och vi far en relation p4 X da x ~ y om och endast om y = f(z). Parméngden som svarar
mot f bestér alltsd av alla par (z, f(z)).

Iy ={(z, f(2)) : z € X}

kallas ofta grafen av funktionen f.

Ovning A
1. Lat M vara méngden av alla invinare i Géteborg. Betrakta féljande relationer z ~ y da
z,y € M och avgdér om de ar reflexiva, symmetriska, transitiva, ekvivalensrelationer:
(a) £ ~ y da och endast d& = och y dr fodda samma dag.
(b)  ~ y d& och endast d& z och y bor i samma stadsdel.
(¢) z ~ y d& och endast d = och y kinner varandra.
(d) z ~ y d& och endast d& z och y &r gifta med varandra.

2. Ge i varje exempel ovan da relationen &r en ekvivalensrelation en beskrivning av alla
ekvivalensklasser genom att vélja en representant for varje klass.

Ovning B

1. Vilka av de foljande relationerna pa den givna méngden M &r ekvivalensrelationer:
(a) M =Z, z ~ y d& och endast d& 4|z — y. Generalisera detta exempel,
(b) M =N, z ~ y da och endast d& z och y har samma primfaktorer,
(¢) M =N, z ~y da och endast d& zy &r en kvadrat av ett naturligt tal,
(d) M =R2, (a,b) ~ (c,d) da och endast da b = d.
(e) M = R?, (a,b) ~ (c,d) da och endast di a = c eller b = d.
(f) M =R, a ~ b da och endast d& a — b &r ett heltal.
(g) M =R, a~bda och endast d& ab > 0.
2. Ge i varje exempel ovan da relationen &r en ekvivalensrelation en beskrivning av alla

ekvivalensklasser genom att vilja en representant for varje klass. Forsok tolka ekviva-
lensklasserna geometriskt da saddana tolkningar &r mdjliga.
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Ovning C

1. Ge exempel pd mangder M och relationer som satisfierar féljande villkor:
(a) reflexiv och transitiv, men inte symmetrisk,
(b) reflexiv och symmetrisk, men inte transitiv,
(c) transitiv och symmetrisk, men inte reflexiv.
2. Ar det sant att reflexivitet i definitionen av en ekvivalensrelation foljer ur symmetrin

och transitivitet enligt foljande resonemang: Lat x € M. x ~ y ger y ~ z eftersom “ ~”
ar symmetrisk. Alltsa ger transitiviteten z ~ .

Ovning D

1. Vad menas med en partielordningsrelation och en ordningsrelation? Exemplifiera defini-
tionernal

2. Vilka av fdljande relationer pa de givna méingderna X dr partiella ordningsrelationer?
Vilka av dem &r ordningsrelationer?
(a) M =R, a < b da och endast da a® < b2.
(b) M =N, a < b da och endast da a?|b?.

(c) M = alla reella funktioner f : R — R och f < g da och endast d& f(z) < g(z) for
varje ¢ € R.

Foéljande 6vningar i Vretblads bok rekommenderas:

Vretblad: 3.9, 3.26, 3.32.



