Analys, fortsattningskurs

Inldmningsuppgift 2

Ordinara differentialekvationer

Inlimning senast mandagen den 15 oktober.

1. (a) Skriv ett MATLAB-program som anvéinder Eulers metod for att
l6sa begynnelsevirdesproblemet

{ y'(t) = [t y(?))

?J(O) =%Yo -

(b) Anvénd programmet for att 16sa ekvationen

{y@=y@
y(0) =1

och jamfor med den “riktiga” l6sningen.

2. (a) Los ekvationen

y"(t) +y(t) =0
y(0) =0
y'(0) =1

analytiskt.

(b) Formulera ekvationen som ett system av ekvationer och 16s det
med ode45 i MATLAB. Jamfor 16sningarna.

3. 1915 presenterade Einstein sin berémda allménna relativitetsteori som
ar en teori for gravitation. Langt tidigare hade Newton funnit en teori
for gravitation som ni sikert redan dr bekanta med. Newtons teori be-
skriver till god noggrannhet planeternas banor runt solen. Enligt denna
teori ror sig planeterna i slutna ellipser. Observationer pa Merkurius ba-
na visade dock att denna inte var sluten utan ellipserna “vandrade runt”
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(kallas perihelion precession, dvs. positionen fér det minsta avstandet
till solen dndras for varje varv). Man forsokte forklara denna preces-
sion med att intilliggande planeter inverkar. Nar man tog med dessa
faktorer saknades det dnda 43 bagsekunder per arhundrade vilket man
inte lyckades hitta nagon forklaring till. Nar Einstein hade funnit sin
relativitetsteori provade han den genast pa Merkurius bana och fann
att hans teori gav en precession pa 43 bagsekunder per arhundrade!
Detta var en stor triumf for Einstein da detta starkt indikerade att
hans teori var korrekt. Alltsedan dess har man testat Einsteins teori pa
en mingd astronomiska observationer och hittills har dessa bekréftat
Einsteins allménna relativitetsteori.

I denna laboration ska vi berdkna banor for en kropp (t.ex. en planet)
kring en sfiriskt symmetrisk massa (t.ex. solen) med bade Newtons och
Einsteins gravitationsteorier.

Vi later r beteckna radien (vilket i Einsteins teori dock inte riktigt
betyder den radie vi forst tdnker pa) och vi later ¢ beteckna vinkeln
(kropparnas banor ligger i ett plan, dvs. banorna beskrivs fullstandigt
av koordinaterna r och ¢.) Ekvationen fér en kropps bana kring en
sfarisk kropp ges av

d?r [dt* = —dV/dr,
(1)

do/dt = L/r?
dar v L2
V(T) = —7 + ﬁ,

i Newtons teori och

1 M I MIL?
V() =545~ —a

2 r 2r? 73

i Einsteins teori. Har &r M den sfiriska kroppens massa och L ar ro-
relsemédngdsmomentet hos den andra kroppen.

(a) Skriv ekvation (1) som ett forsta ordningens system med tre obe-
kanta funktioner.

(b) Lat M = 1 och 1at L = 4. Berékna banan enligt Newtons teori
med ode45 och rita den i zy—planet (x = rcos ¢,y = rsin ¢). Ett
lampligt tidsintervall dr [0,2000] och lampliga startviarden ar r =
15, 7 = 0, ¢ = 0. Berdkna nu motsvarande bana med Einsteins
teori istéllet. Observera att banorna ej langre ar slutna.
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(c) Gor om uppgift 3b med vérdet L = 3 istéllet.

Vi ser att Einsteins teori ger en “crash orbit” medan vi fortfarande
har elliptiska banor i Newtons teori.

(d) Lat nu L =5 och 1at startviirdet pa r vara 8. Berdkna banorna i
de bagge fallen.

I dessa fall har vi att gora med “fly-by orbits”.

Experimentera girna sjalv med olika startvirden!

Redovisning: utskrifter av de l6sningar/banor som efterfragas i upp-
gifterna.



