En fixpunktssats

Sats.  Antag att f dr en deriverbar funktion som avbildar intevallet
I = la,b] in i sig sjilv. Om |f'(z)| < ¢ < 1 for alla x i I sa har ekvationen
x = f(x) precis en rot (en fixpunkt) r. Om wvi later xoy vara en godtycklig
punkt i I och definierar x, rekursivt genom

Tpi1 = f(z,), n=0,1,2,...
sa gdller lim, o x, = 7.

Bevis.
Existensen.
Betrakta funktionen g(z) = x — f(x). Eftersom f(x) € I sa géller f(z) > a
och g(a) = a — f(a) < 0. Pa liknande sétt far vi ocksa g(b) = b — g(b) > 0.
Satsen om mellanliggande virde ger darfor att g(r) = 0 for nagot r € I, dvs.
r= f(r).
Resten av beviset bygger pa medelvirdessatsen; f(z)—f(y) = f'(§)(z—y).
Entydigheten.
Antag att 7 &r en annan fixpunkt, 7 = f(7). Da géller |r—7| = | f(r)— f(7)| =
(&) (r—7)] <c|r—7| eller (1—c¢)|r—7| <0 vilket, eftersom 1 — ¢ > 0, ger
att |[r — 7| =0ochr=7.

Konvergensen.
Vi har 1 —r = f(zo) — f(r) = f'(&)(xo — 1) sa |xy —r| < clxg — 7.
Pa samma siitt far vi |xg — r| = |f/(&)(z1 — 7)| < czy — 7] < Alwg — 7).
Upprepar vi detta far vi |z, —7| = | f(zn_1)— f(r)| < clop_1—7| < Alan_o—7|
< ... < |xo—r|. Eftersom ¢ < 1 géller lim,, .o, ¢* = 0 och vi far lim,,_ |2, —
r| = 0 och alltsa lim,, ., x,, = r. ]
Anmirkning. Satsen giller dven da a = —oo och/eller b = co. Om t.ex.

b = oo sa foljer existensen eftersom lim, .. 2 — f(2) = 400 > 0.(Ovning.
Visa det!) Beviset av entydigheten och konvergensen ér detsamma.



