Losningsforslag

Tenta 18 augusti 2004

1. Vi ser direkt att noll dr en losning. Den andra hittar vi med Newton—
Raphsons metod: Sitt f(z) = e*” —2*— 2% —1 och vij zg = 1 som startvirde.
Definiera en talfoljd rekusivt genom att sétta

flz,) efn — a3 — a2 — 1

€T =T, — =, — .
T () " 2x,eth — 322 — 2x,

Efter ett par iterationer ser vi att foljden stabiliserar sig runt 1.1836 som
alltsa dr den andra roten.

2. Fran standardutvecklingarna ser vi att
sing = x + O(2%),

cosz =1+ O(2?),
In(1+1t) =t+ O(t?).
Alltsa far vi
In(cos ) In(1+ O(z?))

tanz  z+ O(a3) cos e

O(z?)

3. Den integrerande faktorn blir e~ (+%*) = 1/(1 4 22). Efter multiplikation
av ekvationen med denna far vi

crat Y@ 2w @),
14+22 1422 (1+42?%)? 14 a2

Alltsa géller
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och 16sningen blir alltsa

y(a) = (1+2%)2%/2 + C(1 + 27).

4. Vi anvander kvotkriteriet for att hitta konvergensradien: Betrakta kvoten

(D) sy 201

av term n+1 och term n i serien. Vi underséker om denna har ett gransvarde
da n — oo.

Ksin(l/(n—i— 1))xn+1)/(sin(1/n)$n” _ |sin(1/(n+1))| /n |z|**!
Vin+1 Vn [sin(1/n)|  Vn+1 |z

|sin(1/(n+1))||sin(1/n)] n n 1
x
1/(n+1) I/n n+1\Vn+1
— 1-1-1-1-]z| =|z|, n — 0.

Rotkriteriet sdger att serien dr absolutkonvergent om detta gransvirde &ar
< 1 och divergent om det dr > 1. Potensserien ar alltsa absolutkonvergent
om |z| < 1 och divergent om |z| > 1 s& konvergensradien dr 1. Nir |z| = 1
far vi ingen information fran rotkriteriet utan vi maste undersoka detta fall

separat. Vi betrakta serien
TV

Om denna dr konvergent s dr var potensserie absolutkonvergent for |z| = 1.
Fran standardutvecklingen ser vi att sin(1/n) beter sig som 1/n da n ar stort.
Vi jamfor darfor var serie (?7) med den konvergenta serien > 1/n%2. Vi an-
vander jamforelsekriteriet pa gransvirdesform och berdknar alltsa grinsvir-

det
(sm(l/n))/( 1 ) = sin(1/n) v/n L on oo
vn n3/2 1/n /n
som dr dndligt och nollskilt. Jamforelsekriteriet pa gransvirdesform ger nu
att serien (??) dr konvergent och alltsa dr var potensserie konvergent for
lz| = 1.
SVAR: Serien konvergerar for —1 < x < 1.

5. Vilater m(t) vara antal gram bakterier i odlingen vid tiden ¢ och N(¢) vara
antal gram néring i odlingen vid tiden ¢. Forsta pastaendet i uppgiften séger

2



att m/(t) = 2N (t). Andra pastaendet siager att m(0) = 1 och att N(0) =
0. De tva sista pastdendena kan sammanfattas i: N'(t) = t + 1 — m(t)/2.
Deriverar vi ekvationen m/(t) = 2N (t) och utnyttjar uttrycket for N'(t) far
vi differentialekvationen

m"(t) = 2N'(£) = 2t + 2 — m(t).

Karaktiristiska ekvationen blir 72 + 1 = 0 med rétterna ¢ och —i. Homogen-
l6sningarna dr alltsa C}sint + Cycost. Vi ansatter ett forstagradspolynom
som partikularlosning, At+ B, och férsoker anpassa koefficienterna A och B.
Inséttning av ansatsen i differentialekvationen ger

0=2t+2—- At - B.
Sa 2t 4+ 2 dr en partikuldrlosning. Alltsa:
m(t) = Cysint + Cycost + 2t + 2.

For att bestimma konstanterna C; och C5 anvinder vi begynnelsevillkoren
m(0) =1 och N(0) = 0. Det sista villkoret ger att m/(0) = 0. Vi far alltsa:

1=m(0)=Cy+2

Ozm/(O) :Cl+2
sa C7 = —2 och C; = —1. Losningen blir alltsa

m(t) = —2sint — cost + 2t + 2.

6. For att visa existensen av en rot sétter vi g(z) = f(x) — . Eftersom f
avbildar [ in i sig sjélv géller att g(a) = f(a)—a > 0 och g(b) = f(b)—b < 0.
Enligt satsen om mellanliggande virde finns alltsa ett i [ sa att 0 = g(r) =
f(r) —r och alltsa finns minst en rot till ekvationen f(z) =z 1 I.

For att visa entydigheten antar vi att bade r och r’ &ar rotter. Enligt medel-
virdessatsen giller att f(y) — f(x) = f'(§)(y — x) {6r nagot £ mellan x och
y. Eftersom r och 1" ar rotter till ekvationen f(z) = z och |f'(z)] < ¢ for alla
x i I galler darfor

r = = 1f(r) = F(O) = 17 ©Ollr = '] < clr =],

Sa att (1—c)|r—7'| <0ochda1l—c> 0 kan detta bara gilla om |r—1'| =0,
dvs. r = r’. Alltsa kan det inte finnas fler 4n en rot.



