Supremumaxiomet och tva satser i appendix C.

Nagra definitioner.

En ovre begrdnsning till en mangd M C R ir ett reellt tal A, sadant att x < A for varje z € M.
Undre begrinsning definieras analogt.

Om M har en minsta 6vre begrinsning S, sa kallas S supremum f6r M. Man skriver

S = supM. En storsta undre begrinsning kallas infimum. Man skriver I = infM.

Exempel: sup|0,2] = 2, inf]0,2] = 0, sup {1 — e : z € R} = 1 (den senare mingden har
inget infimum).

Vi observerar foljande ekvivalenta formulering av supremumdefinitionen:

S=supM
<~
HDVzeeM: 2 <S8 (S dr en Ovre begrinsning)

QDVK < Sdx € M : x > K. (Ingettal mindre dn S &r en 6vre begriansning)

En viktig egenskap hos de reella talen uttrycks av foljande axiom (eller sats beroende pa vilken
axiomatik man viljer).

Supremumaxiomet:

Varje icke-tom, uppat begrinsad delmdngd av de reella talen R har ett supremum.

Anm: Om vi byter ut reella talen mot de rationella talen Q, sa giller inte detta axiom. Om man
ser Q som en delmingd av R, s har dock varje méngd av rationella tal ett supremum i R.

Ex:sup{r € Q:22 <2} =v/2¢ Q.

Sats om monotona begrinsade talfoljder:
Om en monoton talfoljd ir begrinsad, sd dr den konvergent.

Bevis: Antag att foljden {a, } dr vixande. Dé den #r uppat begriinsad och icke-tom, si har den ett
supremum, som vi kallar S. Vi pastar nu att lim,, ,, a, = S. Tag ¢ > 0. Da finns ett N sadant
att ay > S — € (jfr ovanstaende omskrivning av supremumdefinitionen!). Eftersom foljden &r
vixande och uppat begrinsad av S, s giller ocksd S — € < a, < S, och dirmed |a, — S| < €
for alla n > N. Enligt definitionen av griansvirde har vi da faststillt att lim,, ,, a, = S. Om
foljden i stillet dr avtagande, kan vi betrakta den viaxande foljden {—a,, }. Den blir da enligt vad
vi just visat konvergent med gréinsvirdet S = sup{—a,}, varmed lim,_,, a, = —S. Beviset dr
klart.

Var god vind!



Satsen om mellanliggande virden:
Om funktionen f dr kontinuerlig i det slutna, begriinsade intervallet |a, b],

och om f(a) # f(b), sd antar f i)a, b varje viirde i intervallet | f(a), f(b)].

Bevis: Antag f(a) < f(b) (om f(a) > f(b) kan beviset kopieras pa funktionen ¢ = —f).
Tag nu ett mellanliggande virde u, f(a) < p < f(b). Sitt M = {x € [a,b] : f(zx) < u}. Vi
konstaterar att € M och att x < b for varje x € M. M ir alltsa icke-tom och uppat begrinsad,
och har alltsa ett supremum: £ = supM. Det giller nu att bevisa att f(£) = p.

1) Vi antar forst att f(§) < u, och forsoker hirleda en motsigelse ur detta. Da maste gilla att
& < b, eftersom f(b) > u. P g a kontinuiteten hos f finns dé ett 6 > 0, sddant att f(z) < p i
hela intervallet £ < x < & 4 §. Detta motséger att £ dr en Ovre begrinsning for M. Antagandet
ar felaktigt.

2) Vi antar nu i stillet att f(£) > p, och letar efter motsdgelse. Denna géng vet vi att & > a,
eftersom f(a) < p. Kontinuiteten hos f innebir da att det finns ett § > 0, sé att f(z) > p i hela
intervallet £ — 0 < x < &. Varje tal i detta intervall skulle da vara en mindre 6vre begrinsning
for M i4n &, vilket motsiger att ¢ 4r supremum for M. Aterstir nu bara mojligheten f(£) = p.
Beviset klart.

Anm. “Sjélvklarheten” i ovanstdende sats blir mindre besviarande om man betraktar foljande
exempel. Lat f(z) = 22, Dy = [0,2] N Q, dvs en bit av z2-kurvan definierad bara for rationella
x. Vihar dé f kontinuerlig, f(0) = 0, f(2) = 4, men det mellanliggande rationella virdet 2 antas
ej av funktionen. Grafen ser for dgat exakt likadan ut som grafen for den vanliga z2-funktionen,
definierad i hela intervallet [0, 2]. I satsen ir det alltsa viktigt att funktionen &r definierad i alla
reella tal mellan a och b.

Lis ocksd om intervallinkapslingssatsen i boken! Bokens bevis av satsen om mellanliggande
virden utnyttjar intervallinkapslingssatsen i stéllet for supremumaxiomet. Vilj sjélv vilket bevis
du foredrar.



