Mer nogrann definition av exponentialfunktionen

Vi definierar potensen a® for basen a > 0 i foljande steg.

I. Vi definierar a®, da « &r ett positivt heltal (dvs. 1,2,...) som produkten
av n stycken a. (Lésaren kan litt kontrolera, att alla rdknelagarna géller.)

II. Vi utokar definitionen till “a vilket heltal som helst”: Vi later a® = 1
och a™" = aln, for alla positiva n. (Kontrollen av réknelagarna borde géras pa
nytt.)

ITI. Vi inser att ekvationen x™ = a har exakt en positiv 16sning (det ska

vi bevisa senare i kursen). Da definierar vi a» som den positiva 16sningen till

ekvationen. Vi ser fran definitionen att (a#)" = a.

Naturligvist blir nu a” = (ap)%, da r = £ (¢ > 0) dr ett rationelt tal.

Problemet med denna definition ar dock, att ett rationellt tal kan skrivas som
E pa flera sitt: Till exampel 2 = 5. Da vi definierar a” = (a”)%, anger vi
inte vilken presentation som ska anvindas, darfoér maste vi visa att valet av
presentation inte spelar nagon roll.

Fér att forsta problemet, som uppstatt, borja med att betrakta foljande defi-
nition:

“ Vi definierar alr = a-p-q.” Lat oss anvdnda denna “definition” for att
berdkna 18r, da r = % Om vi framstdller r som % far vi 1&ér =1-2-4 =38,
men om vi framstaller r som %, da far vi 1ér =1-3-6 = 18. Det betyder att
den betraktade definitionen dar otydlig, och ddrfor inte kan anvindas.

Men for potenser visar vi att resultatet blir samma for alla sétt att presen-
tera r som kvot. Lat r = 5, dar g ar minsta mojliga ndmnare. Da har alla

framstéllningar av r form 22 (for nagot heltal s). Lat b = (ap)%. Om vi nu
q

visar att (asl’)ﬁ = b, for alla s, da visar det att trots de olika framstallningarna
ger definitionen ett och samma tal, och ddrmed gar den att anvénda.
1
(a®P)sa = b betyder samma som b°? = a°P (se borjan pa steg III). b%7 = (b7)®
q
och b= (ap)é, sa 0% = (b7)° = (((a”ﬁ) )* = (aP)® = a*P, vilket vi skulle visa.

Igen, alla rdknelagar borde kontrolleras, vilket ldmnas at ldsaren.

IV. Efter att vi har definierat potensen a® for alla rationella «, kan vi definera
potens for alla reella v genom att approximera o med rationella tal, och se att
exponenten a® approximeras av motsvarande exponenter. Detta kraver dock
mer vana till “gransévergang” &n vi har nu.



