Ovningar i Reell analys, vt-04.

Kapitel 1

1. Ange (i den man de existerar) supremum, infimum, storsta element och
minsta element till féljande delméngder av R.

(a) {:%5:n=1.2.}
(b) {%; >0}

r+17

(c) {x € Q; z <7}
2. Bestam sup{a,; n=1,2,...} och inf{a,; n=1,2,...} om

(a) ap = n(e'/™ —1)

_ (=D"n

(b) n = 1+n2
—1)"n

(C) an = (l-i-)n

3. Finn supremum och infimum av f6ljande méngder

(a) {277 +3794+57 pgr €Z'}
(b) {z; 32? — 10z + 3 < 0}

4. Visa att méngden {r € Q; 2? < 2} inte har nagon minsta rationell
majorant, genom att visa att om r vore en sadan sa skulle r? = 2.

5. I konstruktionen av R definieras o > 0 for o € R som (a,) > 0 (for
definition av detta se stencilen), dar o = [a,]. Visa att definitionen &r
oberoende av valet av representant (a,) for a.

6. Visa Lemma 4 i foreldsningsanteckningarna.

7. Rudin kap 1: uppgift 1, 5, 8 och 9.

Kapitel 2

1. Lat f: S — T vara en given funktion. Visa att
f(AUB) = f(A)U f(B) och f(AN B) C f(A)N f(B)

for alla A, B C S.



2. Betrakta funktionen f : [0,2] — R definierad genom

21 -2) om0<z<l1
f(x)—{ x oml<zx<?2

Bestam foljande méngder

{2, (L 00)), f7H([0,1/2)).

3. Lat f:S — T vara en given funktion. Visa foljande tva formler.

X C fH(f(X)) foralla X C S
Yy = ) N fHY,) for Vi, Yo C T
(a) Betrakta funktionen f :[—1,1] — [—1, 1] definierad genom

r om —1 <z <1, zrationellt
—x om —1 <z <1, zirrationellt

o) ={

Visa att f dr en-entydig och bestdm inversen f~!.

(b) Betrakta funktionen f : [0, 00) — R definierad genom
flx)=n omn—-1<z<n, neZt.
Bestam f([0,p]) och f~1([0,p]) for varje positivt tal p.

. Lat f: S — T vara en given funktion. Visa att foljande tre villkor ar
ekvivalenta.

(a) f ar en-entydig.

(b) f(ANB) = f(A)N f(B) foralla A,BCS.

(c) f7Y(f(A))=A foralla ACS.

. Visa att varje odndlig méngd har en uppréaknelig delméngd.

. Lat S vara en oéndlig méngd. Visa att det finns en dkta delméngd T
av S som har samma kardinalitet som S.

. Ett reellt tal x kallas algebraiskt om det finns heltal ay, ..., a,, ej alla
noll, sadana att
ag+ a1+ - + a2 = 0.

Visa att méngden av (reella) algebraiska tal dr uppréaknelig.

Komplexa algebraiska tal definieras analogt, och omfattar forstas de
reella algebraiska talen. Ar de ocksa upprakneliga?

. Visa att det finns reella tal som inte ar algebraiska. Sadana tal kallas
transcendenta. “Hur manga” transcendenta tal finns det?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Lat S vara méngden av funktioner f : R — R. Visa att S inte har
samma kardinalitet som R.

For en méngd S betecknas méngden av delméngder till S med P(5).
Visa att P(S) inte har samma kardinalitet som S.

Anm. De tva sista uppgifterna #r ganska(!) svara. Om du kor fast,
sa ersiatt R i 10) med en dndlig méngd, och betrakta enbart dndliga
méngder i 11).

Lat V vara ett vektorrum. En norm pa V' &r en reellvéird funktion ||v||
pa V som uppfyller foljande:

|v]| > 0 for alla v € V.
|v]] = 0 om och endast om v = 0.

lav|| = |al||v|| for alla a € R och v € V.

|
|
|
v+ wl|| < ||v]| + ||w|| for alla v,w € V.

Visa att
d(v,w) = |lv — w||

definierar en metrik pa det normerade rummet V.

Visa att
di(z,y) = |x1 — y1| + w2 — yo

och
da(z,y) = max{|zy — y1], |22 — y2|}

definierar metriker pa R?. Hur ser 6ppna bollar ut i respektive metrik?

Betrakta delméingden S i R? dér
S={(r,y); 0<z <1, yeR}
Visa att S ar oppen.

Lat M vara ett metriskt rum. Visa att M och ) #r bade éppna och
slutna.

Bestédm alla isolerade punkter i och hopningspunkter till féljande del-
méngder av R.

(a) Z
(b) {L;n=1,2,...}
(c) Q@
Bestam alla hopningspunkter till féljande méangder i R.



(a) {(=1)" neZ"}
(b) {(=1)"+ ;s n € 2%}
(©) {(=1) + &; nm € )

18. Vilka av foljande delméngder av R &r slutna? Vilka &r 6ppna? Bestdm

ocksa alla hopningspunkter.

(a) (a,0]

(b) Q

c) {I/n+1/2", n=1,2,...}

)

(
19. (a) Visa att i R™ géller B(a,r) = {x € R" ; |a — x| < r} for alla

punkter a € R™ och r > 0. Kan man generalisera pastaendet till
godtyckliga normerade vektorrum?

(b) Ge exempel pa ett metriskt rum dér motsvarande inte géller.

20. Lat M vara ett metriskt rum, och S en delméngd till M. En punkt
x € M sigs vara en randpunkt till S om varje omgivning till z innehaller
minst en punkt ur vardera S och S¢. Méangden av randpunkter till S

brukar betecknas 9(S). Visa att
(a) 9(S) =SnSe.
(b) S ar sluten om och endast om 9(S) C S.
21. Betrakta det metriska delrummet M av R? dir
M ={(z,y); 2* +y* =1, 2 # 1}.

Satt
S={(z,y) e M; y = 0}.

Visa att int(S) = {(z,y) € M; y > 0} och att 9(S) = {(—1,0)}.
22. Rudin kap 2: uppgift 5, 6, 7, 8, och 9.

23. Visa att F = {(1/n,2/n); n € Z*} ar en 6ppen dvertickning av inter-
vallet (0,1). Visa ocksa att ingen andlig delméngd av F técker (0,1).

24. Betrakta Q som ett metriskt delrum till R. Lat £ = {p € Q ; V2 <
p < \/5} Visa att F ar sluten och begridnsad, men inte kompakt, i Q.
Ar FE oppen i Q7

25. Betrakta det metriska rummet M = {z € C; 0 < |z] < 1} med
metriken d(z,w) = |z — w|. S&tt

S={ze M |z| <1/2}.

Visa att S ar sluten och begrinsad men inte kompakt. Bestdm ocksa
det inre int(S), och randen 0(5).
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26.

27.

28.

29.

30.

Lat K; och Ky vara tva kompakta méangder i ett metriskt rum. Visa
att K1 U K, ar kompakt.

Ge exempel pa en sluten (ikta) delméngd S av R sadan att S har en
uppriknelig 6ppen 6vertdckning som inte kan reduceras till en dndlig
delovertiackning.

Lat p vara ett positivt reellt tal. Betrakta familjen
F={(x—p,x+p); z€R}

Visa att F &r en 6ppen overtdckning av [0, 1] och finn en dndlig delo-
vertéckning.

(a) Visa att varje dndlig delméngd av R™ ar kompakt.

Galler detta (dvs att dndliga delméngder dr kompakta) i vilket
metriskt rum som helst?

(b) Ge exempel pa en uppriknelig och begrinsad méngd i R™ som
inte dr kompakt.

Cantorméngden C konstrueras pa foljande sétt. Starta med intervallet
Iy = [0,1]. Dela nu Iy i tre lika delar och ta bort det 6ppna mittersta
intervallet (1/3,2/3). Vi har nu kvar de tva slutna intervallen [0, 1/3]
och [2/3,1]. Dela nu vart och ett av dessa tva intervall i tre lika delar
och uteslut de 6ppna mitt-intervallen. Vi har nu fyra slutna intervall.
Upprepa nu detta forfarande ad infinitum. Den méngd som aterstar ar
Cantorméngden C. Visa att C ar kompakt och saknar isolerade punkter.

31. Rudin kap 2: uppgift 10, 12, 13, 14, 15 och ev 29.
Kapitel 3
1. Konstruera en konvergent talfoljd {a,} sadan att S = {a,; n € Z"}

saknar hopningspunkter i R.

. Lat M vara ett metriskt rum och £ C M. Visa att en punkt p (i M)

ligger i E, slutna holjet av £, om och endast om det finns en f6ljd {p, }
i E som konvergerar mot p (i M).

Lat I, vara intevallet [0,1]. Dela nu I, mitt itu och lat I; vara den
vénstra halvan (inklusive &ndpunkter). Dela nu /; mitt itu och lat I,
vara den hogra halvan (inklusive &ndpunkter). Upprepa halverandet
och tag den vanstra halvan varannan gang och den hogra halvan varan-
nan gang. Bestdm den punkt som &r gemensam for alla de pa detta sétt
konstruerade intervallen.



4. Lat {p,} varaen f6ljd i ett normerat rum. Visa att {||p,||} ar konvergent
(iR) om {p,} &r konvergent. Géller omvéndningen?

5. Antag att p, — p och ¢, — ¢ i ett metriskt rum (M,d). Visa att
d(pn, qn) — d(p,q). (Jamfor med uppgift 23 i Rudin kap 3.)

6. Visa att Cauchyfoljder ar begransade.

7. Lat F vara ett metriskt delrum till M. Visa att E ar sluteni M om F ar
fullstandigt. Visa att d&ven omvéandningen géller om M ar fullstédndigt.

8. Rudin kap 3: uppgift 16a, 20, 23.
Kapitel 4

1. Visa att
S={(x1,...,2,); 1 <x1 <29 <...<2,} ér Sppen i R"
och att

T={(x1,...,2,); 1 <21 <29 <...<x,} ar sluten i R™.

2. Lat f vara kontinuerlig pa [0, 1] och antag att f(x) = 0 for alla rationella
tal x. Visa att f(x) =0 for alla z € [0,1].

3. Lat f : R? — R vara en kontinuerlig funktion. Sitt

S ={(z,y) €eR?* f(z,y) >0}
och

T ={(z,y) € R* f(z,y) > 0}.
Ge ett exempel dir S = T och ett dir S # T.

4. Lat f : X — Y. Visa att f inte &r likformigt kontinuerlig pa X om
och endast om det finns € > 0 och foljder {p,}, {¢.} 1 X sadana att

dx (Pn, gn) — 0 men dy (f(pn), fqn)) = €
5. Avgor om foljande funktioner &r likformigt kontinuerliga.
(a) Inz pa [1,00]
(b) Inz pa ]0,1]
(c) vz pa [0, 00]
)

(d) zsin(1/2?) pa ]0, oo



10.

11.

12.
13.
14.

15.

16.

17.

Lat f : [0,1] — R vara kontinuerlig och sitt g(z) = max{f(y); 0 <
y < x}. Visa att g ar kontinuerlig.

Rudin kap 4: uppgift 1, 2, 3, 4, 5, 8, 11.

Lat M vara ett metriskt rum och f: M — R. Visa att f &r kontinuerlig
pa M om och endast om f~'((a,00)) och f~'((—0c0,a)) &r éppna i M
for alla reella tal a.

Lat X och Y vara metriska rum, och E en tit delméngd i X. Antag att
f + E — Y é&r likformigt kontinuerlig och att Y &r fullstdndigt. Visa
att f har en entydig utvidgning till X som &r likformigt kontinuerlig pa
X. (Jamfor med 6vn 13 i Rudin; utnyttja eventuellt resultatet i Rudins
ovn 11.)

Anviénd idén i beviset av Urysohns lemma for att konstruera en kontinu-
erlig funktion f : R? — [0, 1] sadan att f(z1,22) =0 omm ||(z1,x2)|| <
1, och f(xy,22) =1 omm z; = 2. Ange funktionen explicit, samt av-
gor om den har partiella derivator i punkten (2,0).

Lat A och B vara disjunkta icke-tomma slutna delméngder i ett met-
riskt rum M. Visa att det finns en kontinuerlig funktion f : M — [a, D]
sadan att A = f~'({a}) och B = f~1({b}), for godtyckliga reella tal a
och b, a < b.

Rudin kap 4: uppgift 14, 25a.
Rudin kap 2: uppgift 19, 20.

Visa att ett metriskt rum M &r sammanhéngande om och endast om
M inte dr en union av tva icke-tomma O6ppna disjunkta méngder.

Vi har sett att i varje metriskt rum M géller att () och M &r bade 6ppna
och slutna. Visa att M &r sammanhéngande om och endast om () och
M &r de enda méngderna som ar bade éppna och slutna.

En méngd S i R" sdgs vara bagvis sammanhdngande om det till varje
par av punkter a och b i S finns en kontinuerlig funktion f:[0,1] — S
sadan att

f(0) =a och f(1) =b.
Visa att varje bagvis sammanhéngande mangd S i R” dr sammanhéng-
ande.

Omvéndningen till pastaendet i foregaende uppgift géller inte, vilket
t.ex. inses genom att betrakta méngden

S={(z,y):0<z<1l,y=sin(l/x)} U{(z,y) : =1 <2 <0,y =0}

Visa att S dr sammanhingande, men inte bagvis sammanhéngande i
R2. Rita en bild av S och tink igenom pastaendet!
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18. Visa att varje 6ppen sammanhidngande méangd i R” dr bagvis samman-
héngande.

Kapitel 7

1. Undersék om féljande tva funktionsfoljder konvergerar punktvis pa
[0,1]. Ar konvergensen likformig?

(a) fn(x) = 111:95
(b) gn(z) = 142;2

2. Visa att funktionsfoljden f,(x) = nsin(z/n) konvergerar likformigt pa
varje kompakt del av R.

3. Undersok foljande funktionsfoljder med avseende pa punktvis och lik-
formig konvergens pa S. Undersck ocksa om konvergensen ér likformig
pa varje kompakt del av S.

(8) fule,y) = 225, §=R2

(b) fn(x) = C/Ew S = (O’ OO)

4. Visa att f,,(x) = 2" konvergerar punktvis men inte likformigt pa [0, 1].
Lat sedan g vara en godtycklig kontinuerlig funktion pa [0, 1] sadan att
g(1) = 0. Visa att g,(z) = 2"g(x) konvergerar likformigt pa [0, 1].

5. Lat ¢ vara ett godtyckligt reellt tal. Satt
fo(2) =n‘z(1 —2H", 2 €[0,1].
Visa forst att f,,(z) — 0 punktvis pa [0, 1]. Undersok sedan for vilka ¢

(a) fn(x) konvergerar likformigt pa [0, 1]
(b) limy, oo [ fu(z)dz = 0.
6. Rudin kap 7: uppgift 1, 2, 3, 7, 20, 24.

Kapitel 9

1. Visa att en funktion f : R® — R™ é&r differentierbar i en punkt p om
och endast om alla koordinatfunktionerna &r differentierbara i p.

2. Tat £(0,0) = (0,0) och f(z,5) = (x/(1 + 42),* In(a? + 4?)) for ov-
rigt. Visa att f ér differentierbar i R?. Approximera f linjirt dels i en
omgivning till punkten (0,0), dels i en omgivning till punkten (0, 1).
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10.

11.

12.

Lat f : R® — R" vara definierad av f(0) = v och f(z) = x/|z| for
ovrigt. Visa att f dr differentierbar éverallt, utom i origo (oavsett hur
vi véljer v). Bestdm Jacobimatrisen D f(x) for « # 0.

Lat L : R® — R™ vara en linjir avbildning. Satt f(x) = z - L(x). Visa
att f ar differentierbar och bestdm f/(x).

Rudin kap 9: uppgift 5, 6, 7.

Lat L : R" — R" vara en inverterbar linjar avbildning. Géller da
LM =L ?

Sitt f(xy, z2) = (22 + 23,23 — 22). Visa att f har en lokal invers ¢ i en
omgivning av varje punkt pa linjen x; = 1 utom i (1,0). Bestam Dg(b)
om b= f(l,a), a#0.

Lat f(x,y) = (e” cosy, €” siny).

(a) Visa att f #r lokalt inverterbar kring varje punkt i R men att f
inte &r injektiv (och ddrmed saknar global invers).

(b) Bestdm den lokala inversen till f i en omgivning av (0, 0).

. Visa att ekvationen 222 +z%y+2xy*+3y> = 0 i en omgivning av (1, —1)

definierar en funktion y = g(x), som &r deriverbar i en omgivning till
x = 1. Bestam ¢/(1).

Betrakta ekvationssystemet

3 —2moxz + 12 = 2
3 3 _
Ty —2Tx4 — 25 = —1

i en omgivning av xy = (1,0,—1,1). Visa att det finns en entydigt
bestdmd kontinuerligt differentierbar 16sning

(z1,22) = g(3,24)

och bestdm Dg(—1,1). Visa ocksa att det finns en entydigt bestdmd
kontinuerligt differentierbar 16sning

(3, 24) = h(z1,22)
i en omgivning av .
Betrakta kurvan C' = {(z,y) ; (22 +v* — 32)? = 2% + 4°}.

(a) Visa att C har en lodrét tangent i punkten (4,0).

(b) I vilka punkter (a,b) € C, a > 0, & C lokalt graf till en funktion
y=9g(x)?

Rudin kap 9: uppgift 16, 23



