Ovningar i Reell analys, vt-05.

Kapitel 2

1. Lat f: S — T vara en given funktion. Visa att
f(AUB) = f(A)U f(B) och f(ANB) C f(A)N f(B)
for alla A, B C S.

2. Betrakta funktionen f : [0,2] — R definierad genom

_J21-2z) om0<z<1
f(x)—{ x oml<x<2

Bestam foljande méngder
FHA2Y), fH([L 00)), f([0,1/2)).
3. Lat f: S — T vara en given funktion. Visa foljande tva pastaenden.
X C fHf(X)) foralla X C S
Yy =i Y)nfi(Y,) for v, C T
4. (a) Betrakta funktionen f:[—1,1] — [—1, 1] definierad genom

fz) =

r om —1<x <1, zrationellt
—x om —1 <z <1, zirrationellt

Visa att f dr en-entydig och bestim inversen f~1!.

(b) Betrakta funktionen f : [0,00) — R definierad genom
flx)=n omn—1<z<n, nezt.
Bestam f([0, p]) och f~1([0, p]) for varje positivt tal p.

5. Lat f : S — T vara en given funktion. Visa att foljande tre villkor &r
ekvivalenta.

(a) f &r en-entydig.
(b) f(ANB) = f(A)N f(B) foralla A,BCS.
(c) f7Hf(A))=A foralla ACS.

6. Visa att varje odndlig méngd har en uppriknelig delméngd.



7. Lat S vara en odndlig méngd. Visa att det finns en dkta delméangd T
av S som har samma kardinalitet som S.

8. Ett reellt tal x kallas algebraiskt om det finns heltal aq, ..., a,, ej alla
noll, sadana att
ag + arx + -+ +a,x” = 0.
Visa att méngden av (reella) algebraiska tal dr uppréknelig.
Komplexa algebraiska tal definieras analogt, och omfattar forstas de

reella algebraiska talen. Ar de ocksa upprikneliga?

9. Visa att det finns reella tal som inte &dr algebraiska. Sadana tal kallas
transcendenta. “Hur manga” transcendenta tal finns det?

10. Lat S vara méngden av funktioner f : R — R. Visa att S inte har
samma kardinalitet som R.

11. For en méngd S betecknas méngden av delméngder till S med P(S).
Visa att P(S) inte har samma kardinalitet som S.

Anm. De tva sista uppgifterna dr ganska(!) svara. Om du kor fast, sa ersétt
R i 10) med en dndlig méngd, och betrakta enbart &dndliga méngder i 11).



