MATEMATIK Dag: 2003-10-29, Losningar
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Tentamensskrivning i Naturvetarmatematik, MAN110

Vi soker forst en partikuldrlosning i formen y(x) = Ax+ B (eftersom en forstagrad polinom
star i hoger leden). Vi har ¢/ (x) = A, y"(x) = 0, alltsd v + 4y’ + 5y = v = 5Ax + 5B +4A.
Vi l6ser systemet och far y,(z) = x/5 — 4/25. (Ett typisk fel: y, soks i formen Ax).

Nu letar vi efter 16sningen till homogena ekvationen y” + 4y’ 4+ 5y = 0. Vi skriver karak-
teristiska ekvationer k? + 4k +5 = 0. Ekvationen har rétter k19 = —2£4. Sa blir allména
16sningen vy, = Cie **cosx + Cye **sinz med godtyckliga konstanter Cj,C,. Ny for
ohomogena ekvationen blir allména 16sningen

Y=ynt+y,= Cre* cosx + Coe*® sinx + x/5—4/25.

Ny letar vi efter konstanter C',Cy sadana att begynnelsevilkoren uppfylls. Vi sétter in
z = 0 i l6sningen och far y(0) = 1 = C; + Cy — 4/25. Sétter in x = 0 i uttryck till
derivatan av lésningen och far y'(0) = —1 = —2C + Cy + 1/5. Loser systemet och far
Cy1 =29/25,Cy = 28/25
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(c) a = 2,b = 1; lim,_ g ooy = a0 o - Hir gar téljaren mot —1,

ndmnaren mot 0. Gransvirdet finns inte (mer exakt, —oo). Typiska fel: fel i derivator,
i (iii) forsoker anvinda ’'Hospital méagra ganger till.

(a) En separabel ekvation Separerar, far y 3dy = —Txdx. Integrerar: —y /2 = —7/2x*+
C,y==4,/ 7m2 sc- Vérdet till C soker ifran villkoret y(1) = 1, sitter in i formeln, far

tecken plus och C' = 3; y = Typiska felet: att forsoka att 16sa som en linjar
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ekvation.
(b) En homogen ekvation: hogerleden beror pa kvoten . Tar z = £ som en ny okénd

funktion. Sétter in i ekvationen, far en separabel ekvation, cos zdz = 9. Integrerar:
sinz = Injz| + C, z = arcsm(ln|x| +C),y = xarcsm(ln|x| + C). C hittar ifran
y(1) =1, 1= larcsin(ln1l + C),arcsinC = 1,C = 7/2.
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(a) Gor variabelbytet cosz = t, —sinzdr = dt, [ 22%—dr = — [ zdt = —arctant|{ =
0 1
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(b) Partiellintegrering: 2> = (%) ff r?Inxdr = [:‘5—3 In x} r?dr = 91In3 — 26/9.
1
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Hittar forst kritiska punker. f/(z) = e ** (=223 + 8z), f'(z) = 0 for £ = =22 = 0,2 =
2. Pa intervallet [0,3] maste man jamfora virden i punkter 0,2,3. f(0) = —3, f(2)
e f(3) = &. Av dem f(0) = —3 &r det minsta, f(2) = e~ dr det storsta. Pa [—2, 00
jamfor man f(—2), f(0), f(2) och grinsvirdet i +o00, det sista ar lika med 0. f(0) = —3
ir det minsta, f(2) = e = f(—2) &r de storsta viirden.

Vi gissar en rot, provar £1, 2, 3, £6. Vildigt snabbt hittar en rot x; = 1. Delar poly-
nomen med x — 1 och hittar tva rotter till, xo = 1,2 = 3 = —6. Faktoruppdelning har
formen p(z) = (z — 1)?(x + 6). Partlalbrakuppdelmng av .= har formen

p(z)  (z—1)? x—1+x+6
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Jamfor koefficienter och hittar A = %, B = 4%,6’ = —%. Typiska felet: fel i formen av
partialbrakuppdelning.

7. Vi skriver systemet i matrisformen X’ = AX med matrisen

2 6

A= { 2 6 } |

For att hitta egenvirdena, vi betraktarden karakteristiska ekvationen
2—A 6

T P
Rotter till ekvationen &r Ay = 3, Ay = —4. Daérefter soker egenvektorer som losnigar till
systemet

(2 —\j)p+ 6q =0

p+ (—3—>\j)q =0

1

Allmé#na lésningen till systemet har formen X (t) = C, f1€3! + Cy foe™. C}, Cs hittar ifran
begynnelsevillkoren, far C; = 0, Cy = —1.

Vi hittar egenvektorer f; = { (15 ]7 = [ -1 }

8. Losningsforslag 1. Anvinder Gaussmetoden. Vi subtraherar fran den tredje ekvationen
den forsta. Vi kommer till

rT+2y+3z = 1
3y + pz = 2 .
6y + z = qg—1
Nu subtraherar vi fran tredie ekvationen den férsta multiplicerade med 2.
rT+2y+3z = 1
3y + pz = 2 .
(I-2p)z = q—4

Za kan man se att om 1 —2p £ 0,p # % sa finns bara en 16sning. Om 1 —2p =0,g—4 =0,
sa finns odndligt manga l6sningar. Om 1 — 2p = 0,q¢ — 4 # 0, sa finns inga I6sningar.

Losningsforslag 2. Anvinder determinantkriteriet. Vi har

123
A=]0 3 p|=3(1-2p).
18 4

Darfor har systemet exakt en 16sning om och endast om p # % For p = % berdknar vi

12 3
A,=|2 3 1/2 | =-8(q—4).
qg 8 4
11 3
Ay=10 2 1/2 | =—(¢g—4)/2
1 g 4
1 21
A,={0 3 2|=3(qg—4)
1 8 ¢
Regel séger att om ¢ = 4, sa har vi A, = A, = A, = 0, och det finns odndligt manga

l16sningar; om ¢ # 4 sa fins det inga 16sningar.



