MATEMATIK Dag: 2002-1030, Losningar
Tentamensskrivning i Naturvetarmatematik, MAN110
1. Vi soker forst en partiellosning i formen y(t) = Ae®. Vi har y/(t) = 3Ae*, y'(t) = 9Ae*,
alltsd y” 4+ 4y’ — by = 16Ae® = 63 och A = 3/8. Lat y,(t) = 3/8e%.

Nu letar vi efter 16sningen till homogena ekvationen y” 4+ 4y’ — 5y = 0. Vi skriver ka-
rakteristiska ekvationer k% + 4k — 5 = 0. Ekvationen har rotter k; = 1, ks = —5. Sa
blir allména lésningen y, = Cie' + Cye ™ med godtyckliga konstanter C,C,. Ny for
ohomogena ekvationen blir allména I6sningen

Y =yn+yp=Cre' + Coe™™ +y,(t) = 3/8¢*.

2. (a) p=Olimy, 0 3922 = lim,, ., 20200 _ g,
(b) p=1; lim, oo 226 = lim,,_, =00 —
(c) p=2; lim, o, W30 = Jimy,,_ T/ 0/0)
(d) p=3; limy, o HI = Jim,, M OHD) — oo

3. fog(z) = flg(x)) = f(25) = /&1 = /2. Definitionsméngden: = # 1 och
z(z — 1) > 0,, slutligen, < 0 eller z > 1.

Fl9(@)) = Flg(a))g (&) = ——(—2).

[\

2,/ 241
go f(z) =g(f(x) =g(Va+1)= \/—Vﬂﬂ = (V;illjll)Q = f2E2VItl Definitionsméngden:
x> —1ochz#0.
@)y = AN a2/
4. fo /1 + xdr =2 fo (142 3/2]’61:1: = (partlelhntegrermg) (2z(1 4 x)3?) [3—2/3 fo
(b) OW/Q Sufmxx = W/Q Cj;;ﬁ 4dx = (Varlabelbyte t =cosx f1 t2+22 = (% arctan(t/2))[) =

—sarctan1 = —77/8.

5. Forst beriiknar derivatan f(z) = 25 = e"23L. Dirfor dr derivatan positiv och funktio-

nen minskar for < 1, derivatan negativ och funktionen vixer for x > 1. Kritiska punkten
ar x = 1. Intervallet [2,4] innehaller inte den kritiska punkten, sa vi maste jamfora bara
virdena i granspunkterna f(2) och f(4). For x i intervallet, funktionen véxer, darfor &r
f(4) det storsta virdet och f(2) det minsta vérdet.
Intervallet [0.5, 5] innehaller kritiska punkten x = 1, sa jamfor vi viardena f(0.5), f(1), f(5).
f(1) = e &r det minsta vérdet, darfor att funktionen vixer till hger om 1 och minskar
till viinster om 1. Nu jamfor vi f(0.5) = €%°/2 och f(5) = €°/5. For att avgora vilket
av dem som &r det storsta, betraktahr kvoten f(5)/f(0.5) = €*5/10. Vi uppskattar, t.ex,
som e!? > et > (2.5)% = (6.25)* > 36. Det ar storre dn 10, sa f(5)/f(0.5) > 1, och det
storsta virdet dr f(5) = €°/5.

6. Vi har for lingden av kryss produkten u x v att

jux o] = [ulv] sin 6,
darfor
X
sin g = [u x ol
Julfv]
. Vi hittar |u| = /22 + 2442 =6, [v] = /22 + 12+ (—2)2 = 3. u x v hittar vi med

hjalp av determmanten,u x v =(4,12,10), |u X v| = v/260, sin ¢ = V260



7. Egenvirdena &r rotterna till ekvationen det(A — AI) =0,

8.

1—-A 2
-1 4-A

eller \2 =5\ +44+2 = A2 —5\+6 = 0. Rotterna #ir \; = 2, Ay = 3. Nu soker vi

egenvektorerna. For v, = ( 51 ) har vi ekvationen Av; = 2vy, eller systemet
1

(1 — 2){E1 +2y1 =0

X2

Vi sétter, t.ex., y; = 1 och far z; = 2, v; = ( _21 ) For vy = ( > hittar vi Avy = 3vo,

Y2

(1 —3)a +2ys =0
92y +(4—3)yy =0°

Sa far vi vy = ( E Ekvationen u = cyv; + cov9 skrivs i koordinater som

201 “+co =1
C1 +cy = —2
. Vi l6ser systemet och hittar att ¢; = —3,¢5 = 1.

Sa har vi Au = A(civy + covn) = cAvy + cAvy = 2c1v1 + 3cove, A%u = 2%civ; +
32covs,... A"y = 2" civ1 + 3"covs.

(a) Losningsforslag 1. Anviinder Gaussmetoden. Vi subtraherar fran andra ekvationen
den forsta, mutliplicerad men 2, fran tredje ekvationen subtraherar vi forsta. Vi kom-

mer till
r+3y+52 = 2
—y—2z = 1 .
—y—2z = p—2

Fran det sista systemet foljer det att p —2 = 1. Sa om p # 3, sa finns det inte nagra
16sningar. Om p = 3, s4 sammanfaller den andra och den tredje ekvationen. Vi kan

vilja z som vi vill, fran andra ekvationen foljer att y = —2z — 1 och fran forsta
ekvationen far vi + = 2 — 3y — 5z = 2 — 3y — 5(—2z — 1), alltsd oédndligt manga
16sningar.

For modifierade systemet efter forsta steget i Gaussmetoden, far vi

r+3y+52 = 2
—y — 2z 1 .
—y—52z = p—4

Ett steg till i Gaussmetoden: vi subtraherar den andra ekvationen fran den tredje:

r+3y+52 = 2
—y—2z = 1 .
-3z = p—3

Sa far vi att z = (5 — p)/3; sdtter det in i andra ekvationen och far y = —1 — 2z =
-1 - %(5 — p); sétter z och y in i forsta ekvationen och far © = 2 — 3y — 5z =
2+3(1+3(5—p)) —5(5—p)/3, dvs en I6sning for alla p.



(b) Losningsforslag 2. Anvénder determinantkriteriet. Vi har

2 3 5
A,=|5 5 8|=—4(p—3).
p 2 3
1 25
Ay,=12 5 8|=2p—3)
1 p 3
1 3 2
A,=12 5 5|=p—-3
1 2 p

Regel séger att om p = 3, sa finns det oéndligt manga losningar, om p # 3 sa fins det
inga losningar. For modifierade systemet har vi A = —3, darfor har systemet precis
en 16sning for alla p.



