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Tentamensskrivning i Naturvetarmatematik, MAN110

1. Vi söker först en partiellösning i formen y(t) = Ae3t. Vi har y′(t) = 3Ae3t, y′′(t) = 9Ae3t,
alltså y′′ + 4y′ − 5y = 16Ae3t = 6e3t och A = 3/8. Låt yp(t) = 3/8e3t.

Nu letar vi efter lösningen till homogena ekvationen y′′ + 4y′ − 5y = 0. Vi skriver ka-
rakteristiska ekvationer k2 + 4k − 5 = 0. Ekvationen har rötter k1 = 1, k2 = −5. Så
blir allmäna lösningen yh = C1e

t + C2e
−5t med godtyckliga konstanter C1, C2. Ny for

ohomogena ekvationen blir allmäna lösningen

y = yh + yp = C1e
t + C2e

−5t + yp(t) = 3/8e3t.

2. (a) p = 0;limn→∞
3n−5
n2+1

= limn→∞
3/n−5/(n2)
n−2+1

= 0.

(b) p = 1; limn→∞
4n−6
n2+1

= limn→∞
4n−6/(n2)
n−2+1

= 0.

(c) p = 2; limn→∞
n2+3n−6
n2+1

= limn→∞
1+3/n−6/(n2)

n−2+1
= 1.

(d) p = 3; limn→∞
n3+3n−6
n2+1

= limn→∞
n+3/n−6/(n2)

n−2+1
=∞.

3. f ◦ g(x) = f(g(x)) = f(x+1
x−1

) =
√

x+1
x−1

1 =
√

2x
x−1

. De�nitionsmängden: x 6= 1 och
2x
x−1
≥ 0, 2x(x− 1) ≥ 0,, slutligen, x ≤ 0 eller x > 1.

f(g(x))′ = f ′(g(x))g′(x) = 1

2
√
x+1
x−1

+1
(− 2

(x−1)2 ).

g ◦ f(x) = g(f(x)) = g(
√
x+ 1) =

√
x+1+1√
x+1−1

= (
√
x+1+1)2

x+1−1
= x+2+2

√
x+1

x
. De�nitionsmängden:

x ≥ −1 och x 6= 0.

g(f(x))′ = 1+1/
√
x+1−(x+2+2

√
x+1)

x2 .

4. (a)
∫ 3

0
x
√

1 + xdx = 2
3

∫ 3

0
x[(1+x)3/2]′dx = (partiellintegrering)

(
2
3
x(1 + x)3/2

)
|30−2/3

∫ 3

0
(1+

x)3/2dx = 2
3
43/2 − 2

3

(
2

5(1+x)5/2

)
|30 = 16− 4

15
(25 − 1) = 116

15
.

(b)
∫ π/2

0
sinx

sin2 x−5
dx =

∫ π/2
0

sinx
− cos2 x−4

dx = (variabelbyte t = cos x)
∫ 0

1
dt

t2+22 = (1
2

arctan(t/2))|01 =

−1
2

arctan 1 = −π/8.

5. Först beräknar derivatan f(x) = xex−ex
x2 = ex x−1

x2 . Därför är derivatan positiv och funktio-
nen minskar för x < 1, derivatan negativ och funktionen växer för x > 1. Kritiska punkten
är x = 1. Intervallet [2, 4] innehåller inte den kritiska punkten, så vi måste jämföra bara
värdena i gränspunkterna f(2) och f(4). För x i intervallet, funktionen växer, därför är
f(4) det största värdet och f(2) det minsta värdet.
Intervallet [0.5, 5] innehåller kritiska punkten x = 1, så jämför vi värdena f(0.5), f(1), f(5).
f(1) = e är det minsta värdet, därför att funktionen växer till höger om 1 och minskar
till vänster om 1. Nu jamför vi f(0.5) = e0.5/2 och f(5) = e5/5. För att avgöra vilket
av dem som är det största, betraktahr kvoten f(5)/f(0.5) = e4.5/10. Vi uppskattar, t.ex,
som e4.5 > e4 > (2.5)4 = (6.25)4 > 36. Det är större än 10, så f(5)/f(0.5) > 1, och det
största värdet är f(5) = e5/5.

6. Vi har för längden av kryss produkten u× v att

|u× v| = |u||v| sinφ,

därför

sinφ =
|u× v|
|u||v|

.

. Vi hittar |u| =
√

22 + (−4)2 + 42 = 6, |v| =
√

22 + 12 + (−2)2 = 3. u× v hittar vi med

hjälp av determinanten,u× v = (4, 12, 10), |u× v| =
√

260, sinφ =
√

260
36

.



7. Egenvärdena är rötterna till ekvationen det(A− λI) = 0,∣∣∣∣ 1− λ 2
−1 4− λ

∣∣∣∣ = 0,

eller λ2 − 5λ + 4 + 2 = λ2 − 5λ + 6 = 0. Rötterna är λ1 = 2, λ2 = 3. Nu söker vi

egenvektorerna. För v1 =

(
x1

y1

)
har vi ekvationen Av1 = 2v1, eller systemet

(1− 2)x1 +2y1 = 0
−2x1 +(4− 2)y1 = 0

.

Vi sätter, t.ex., y1 = 1 och får x1 = 2, v1 =

(
2
−1

)
. För v2 =

(
x2

y2

)
hittar vi Av2 = 3v2,

(1− 3)x2 +2y2 = 0
−2x2 +(4− 3)y2 = 0

.

Så får vi v2 =

(
1
1

)
. Ekvationen u = c1v1 + c2v2 skrivs i koordinater som

2c1 +c2 = 1
c1 +c2 = −2

. Vi löser systemet och hittar att c1 = −3, c2 = 1.

Så har vi Au = A(c1v1 + c2v2) = c1Av1 + c2Av2 = 2c1v1 + 3c2v2, A
2u = 22c1v1 +

32c2v2,...A
nu = c2nc1v1 + 3nc2v2.

8. (a) Lösningsförslag 1. Använder Gaussmetoden. Vi subtraherar från andra ekvationen
den första, mutliplicerad men 2, från tredje ekvationen subtraherar vi första. Vi kom-
mer till

x+ 3y + 5z = 2
−y − 2z = 1
−y − 2z = p− 2

.

Från det sista systemet följer det att p− 2 = 1. Så om p 6= 3, så �nns det inte några
lösningar. Om p = 3, så sammanfaller den andra och den tredje ekvationen. Vi kan
välja z som vi vill, från andra ekvationen följer att y = −2z − 1 och från första
ekvationen får vi x = 2 − 3y − 5z = 2 − 3y − 5(−2z − 1), alltså oändligt många
lösningar.

För modi�erade systemet efter första steget i Gaussmetoden, får vi

x+ 3y + 5z = 2
−y − 2z = 1
−y − 5z = p− 4

.

Ett steg till i Gaussmetoden: vi subtraherar den andra ekvationen från den tredje:

x+ 3y + 5z = 2
−y − 2z = 1
−3z = p− 5

.

Så får vi att z = (5 − p)/3; sätter det in i andra ekvationen och får y = −1 − 2z =
−1 − 2

3
(5 − p); sätter z och y in i första ekvationen och får x = 2 − 3y − 5z =

2 + 3(1 + 2
3
(5− p))− 5(5− p)/3, dvs en lösning för alla p.



(b) Lösningsförslag 2. Använder determinantkriteriet. Vi har

∆ =

∣∣∣∣∣∣
1 3 5
2 5 8
1 2 3

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Därför kan systemet aldrig ha exakt en lösning. Vi beräknar

∆x =

∣∣∣∣∣∣
2 3 5
5 5 8
p 2 3

∣∣∣∣∣∣ = −4(p− 3).

∆y =

∣∣∣∣∣∣
1 2 5
2 5 8
1 p 3

∣∣∣∣∣∣ = 2(p− 3).

∆z =

∣∣∣∣∣∣
1 3 2
2 5 5
1 2 p

∣∣∣∣∣∣ = p− 3.

Regel säger att om p = 3, så �nns det oändligt många lösningar, om p 6= 3 så �ns det
inga lösningar. För modi�erade systemet har vi ∆ = −3, därför har systemet precis
en lösning för alla p.


