Foreliasningsanteckningar om arcsin och arctan

Vart mal ar att kortfattat introducera funktionerna arcsin och arctan, som man nagot
oprecist kan uppfatta som “motsatserna” till sin- och tan-funktionerna (p.s.s. som att In
ar “motsatsen” till exponentialfunktionen).

Inversa tangens

Lat oss betrakta funktionen F(z) = tanz, med Dp = (—n/2,7/2). Grafen y = F(z) kan
du se i Figur 1. Det dr tydligt att funktionen antar varje y-véirde exakt en gang. Speciellt
innebér det att vi kan 16sa ekvationen

y=tanz, z € (—7/2,7/2)
for varje y € R, och att losningen dr entydigt bestdmd. Eller hur?
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Ficur 1. Grafen y = tanz, x € (—n/2,7/2). Till varje y-
viarde finns det exakt ett z-virde.

Losningen x kommer ju da att vara (definiera) en funktion av y. Vi déper den funktionen
till arctan y (arcus tangens av y). Vi definierar alltsa funktionen arctan y med ekvivalensen

(1) y=tanz, z € (—7/2,7/2) < 1z =arctany.

I Figur 2 nedan ser du grafen y = arctan z (observera att vi hiar “bytt namn” pa x och y).
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Ficur 2. Grafen y = arctanz, x € R

Detta forfarande bor jimforas med hur man infor t.ex. \/z-funktionen. Man definierar ju
helt enkelt /a, a > 0, till att vara den entydiga ickenegativa losningen till ekvationen
2?2 =aq, d.vs.

a=2>z>0 & z=+a.

Det ar inget mer magiskt med arctan-funktionen! Ofta vill man l6sa ekvationer som in-
nehaller tan-uttryck, och det dr da smidigt att ha ett namn pa l6sningen till den mest
basala ekvationen y = tanz, x € (—7/2,7/2).

ExXEMPEL 1. Beridkna arctan 1. Lat oss skriva x = arctan 1. Enligt definitionen vi gjorde
sa vet vi att detta &r ekvivalent med att tanx = 1, dir z € (—n/2,7/2). Men vi vet att
x = /4 ar den enda l6sningen till den sistndmnda ekvationen, sa arctan1 = 7/4.

EXEMPEL 2. Vad ar arctan 2?7 Med samma resonemang som ovan soker vi nu lésningen
till ekvationen tanz = 2, dir « € (—n/2,7/2). Svart... Vi kan inse att det finns exakt en
16sning, men vi kan inte uttrycka den pa nagot enkelt vis. Dérfor far vi néja oss med att
kalla den arctan 2, helt enkelt!

Exemplen ovan kan jamforas med att berdkna t.ex. V9 och /2. T det forsta fallet far vi
3, men i det andra far vi helt enkelt noja oss med v/2.

Funktionen arctany &r definierad for alla y € R. Dess vérden ligger alltid mellan —7 /2
och /2. Se Figur 2.

Genom att bara studera ekvation (1) far vi fram foljande viktiga egenskaper for arctan-
funktionen:

e arctany dr definierat for alla y € R och —7/2 < arctany < 7/2.
e arctan (tanz) = z for alla v € (—7/2,7/2).
e tan (arctany) = y for alla y € R.

EXEMPEL 3. Berikna tan (arctan 2). Formeln tan (arctany) = y giller for alla y € R,
speciellt for y = 2, sa tan (arctan 2) = 2.
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EXEMPEL 4. Beriikna arctan (tanm/6). Formeln arctan (tanz) = z giller for alla z i
intervallet (—m/2,7/2), speciellt for x = 7 /6, sa arctan (tan7/6) = 7/6.

EXEMPEL 5. Berikna arctan (tan 57/6). Problem... Eftersom 57/6 ¢ (—7/2,7/2) sa
kan vi inte anvinda formeln arctan (tanz) = z. Men formler foér tan-funktionen ger
att tanbn/6 = tan (5m/6+n-m) for alla n € Z. Vi ser nu till att vilja n sa att
b1/6+n-m € (—n/2,7/2). Vi maste vilja n = —1 (kontrollera), sa vi far

arctan (tan 57 /6) = arctan (tan (57/6 — 7)) = arctan (tan (—7/6)) = —x /6.

Vi avslutar detta avsnitt om arctan-funktionen med att bestimma dess derivata. Vi gor
inget riktigt bevis, utan skissar det snarare. For att se tydligare vad som hénder skriver
vi f(y) = tany och g(z) = arctan z. Nu har vi att

f(g(z)) = =,

for alla z. Om vi antar att g r deriverbar (det &r hér vi fuskar litegrann) sa kan vi
derivera sammanséttningen f(g(z)). Implicit derivering av likheten ovan ger da att

fllg(x)g'(z) =1

for alla z. Vi vet att f'(y) = 1+ tan®y, vilket ger att f'(g(z)) = 1+ (tang(x))? = 1+ 2%
Vi har alltsa att

(1+2%)g'(z) =1,

vilket ger att

1

g (x) = g drctanz = 152

eller ekvivalent

d
/ A arctanz + C.
1+ 2?2

Inversa sinus

Vi ska nu gora samma sak for sinus-funktionen. I detta avsnitt dr vi nagot mer kortfattade
an i det tidigare.

Lat oss betrakta funktionen F(z) = sinz, med Dp = [—7/2,7/2]. Grafen y = F(z) kan
du se i Figur 3 nedan. Det dr tydligt att funktionen antar varje y-vérde mellan —1 och 1
exakt en gang. Speciellt innebér det att vi kan 16sa ekvationen

y=sinz, x € [—7/2,7/2]

for varje y € [—1,1], och att l6sningen &r entydigt bestdmd.
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FiGUR 3. Grafen y = sinz, x € [-n/2,7/2]. Till varje y-
varde mellan —1 och 1 finns det exakt ett x-vérde.

Som i fallet med tangens sa kommer 16sningen x att definiera en funktion av y. Vi déper
den funktionen till arcsin y (arcus sinus av y). Vi definierar alltsa funktionen arcsin y med
ekvivalensen

(2) y=sinz, z € (—7/2,7/2) < 1z =arcsiny.

Grafen y = arcsin x ser du i Figur 4.
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Ficur 4. Grafen y = arcsinz, x €

~1,1].

EXEMPEL 6. Beriikna arcsin (—1/+/2). Lat oss skriva z = arcsin (—1/+/2). Enligt definitio-
nen vi gjorde s vet vi att detta #r ekvivalent med att sinz = —1/+/2, dir x € [-7/2,7/2].
Men vi vet att x = —n/4 &r den enda losningen till den sistnimnda ekvationen, sa
arcsin (—1/4/2) = —7/4.

EXEMPEL 7. Vad &r arcsin 2? Med samma resonemang som ovan séker vi nu losningen
till ekvationen sinz = 2, dir z € [—7/2,7/2]. Omdjligt, eftersom |sinz| < 1 for alla
x. Definitionsméngden till arcsin &r alltsa [—1,1] (varfér?) sa uttrycket arcsin2 saknar
mening for oss.

Funktionen arcsiny &r alltsa definierad fér y € [—1,1]. Dess vérden ligger alltid mellan
—m/2 och 7/2. Se Figur 4.
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Genom att bara studera ekvation (2) far vi fram f6ljande viktiga egenskaper fér arcsin-
funktionen:

e arcsiny &r definierat for y € [—1,1] och —7/2 < arcsiny < 7/2.
e arcsin (sinz) = z for alla z € [—7/2,7/2].
e sin (arcsiny) = y for alla y € [—1,1].

EXEMPEL 8. Beriikna sin (arcsin 1/3). Formeln sin (arcsin y) = y géller for allay € [—1, 1],
speciellt fér y = 1/3, sa sin (arcsin 1/3) = 1/3.

EXEMPEL 9. Berikna arcsin (sin7/6). Formeln arcsin (sinz) = x giller for alla z i inter-
vallet [—7/2, /2], speciellt for x = 7 /6, sa arcsin (sin7/6) = 7/6.

EXEMPEL 10. Beriikna arcsin (sin 197/5). Eftersom 197/5 ¢ [—7/2,7/2] sa kan vi inte
anvinda formeln arcsin (sinz) = x. Men formler for sin-funktionen ger att sin 197/5 =
sin (197 /5 + n - 27) for allan € Z. Valjn = —2, sa far visin (197/5 4+ n - 27) = sin (—7/5).
Eftersom —7/5 € [—m/2,7/2] sa har vi

arcsin (sin 197 /5) = arcsin (sin (—7/5)) = —n /5.

Vi avslutar med att bestimma derivatan till arcsin x. Som forut genomfor vi en bevisskiss
och inget regelritt bevis.

Sétt f(y) =siny och g(x) = arcsinz. Nu har vi att
flg(z)) = =,

for alla z € [—1,1]. Om vi antar att g &r deriverbar sa kan vi derivera sammanséttningen
f(g(x)). Implicit derivering av likheten ovan ger da att

f(g(x))g'(z) =1

for alla . Vi vet att f'(y) = cosy, vilket ger att f'(g(z)) = cos g(x) = ++/1 — sin” g(z) =
v 1 — z2. Observera plustecknet vid rotutdragningen! Funktionen g antar ju virden mellan
—m/2 och 7/2, och dér &r cos-funktionen ickenegativ. Vi har alltsa att

V1-—122¢(z) =1,

vilket ger att

1
¢ (z) = — arcsinz =

dx V1—12

dar vi maste kriva att x € (—1, 1), eller ekvivalent

/dix =arcsinz + C
Vi—az? .
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Ovningar

OVNING 1. Beriikna foljande uttryck (om mojligt):

(a) arcsin (v/3/2).

(b) arctan (—1).

(c) arcsin (—v/5/2).

(d) arctan (tan (27/3)).
(e) tan (arctan (2003))
(f) sin (arctan1)

OVNING 2. Bestidm definitionsméingderna och derivatorna fér féljande funktioner:

) flz) =

) f(x) = arcsin (z — 1).
) f(z) = arctan (Inx).

) f(z) = zarcsin (1/z).
) f(z) = y/arctan (z2).

OVNING 3. Visa att
) T
arctan x = arcsin (7>,

V1422

for alla z € R.

OVNING 4. Fran mitt gods gar en rak allé (mycket smal!) ned till en huvudvig, och triffar
denna under rit vinkel. Fran korsningen dr det 40 meter till alléns forsta trad, och 250
meter till dess sista. Var pa huvudvégen bor jag stélla mig for att beskada min magnifika
allé under storst vinkel, och hur stor &r denna vinkel?

OvVNING 5. Los differentialekvationerna,

(a) ¥ = 1+1$2’ dar y(0) =1
(b) ¥ = 9+ o, dir y(3) =2
(€) ¥ = = dér y(1/2) = 1.
(d) y = \/% dir y(0) = 0.

OVNING 6. Bestim primitiva funktioner till foljande funktioner:

(a’) 4—|—1952 :

)

OVNING 7. Bestidm primitiva funktioner till féljande funktioner:
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OVNING 8. Bestim primitiva funktioner till arctan z och arcsin z.

Tips och facit

(1) (a) m/3.
(b) —m/4.
(c) Ej definierat
(d) —7/3
(e) 2003.
(f) 1/V2,
(2) (a) Dy =R, f'(z) =2/(1 +42?).
(b) Dy =1[0,2], f'(z) =1/v2x — a2.
(¢) Dy =Ry, f'(z) = [z(1 + In*z)] ",
(d) Dy ={z € R:|z| > 1}, f'(x) = arcsin (1/z) — (signz)/vz? — 1.
(e) Dy =R, f'(z) = z[(1 + z*)/arctan (22)] !

(3) Bilda f(z) = arctan z — arcsin (z[v/1 + 22]7'), D; = R. Vill visa att f(z) =0 for
alla z. Récker da att visa att f'(z) = 0 for alla € R och att (t.ex.) f(0) =
(varfor?).

(4) Man bor stélla sig exakt 100 meter fran allén. Vinkeln blir arctan (2.5)—arctan (0.4) ~
46.4°.

=1+ arctan x.
=2 — 12 +3 L arctan %

y(z) = C' + 5 arctan (z/2).
(b) y(z) = C + arcsin (z/3).

pr + arctan x) + C.

v/ 1 — 22 + arcsin x) + C.

~—~~
~
SN~—
—~
Q
N—
N[ = N[ +—=

(8) Primitiven till arctan z &r z arctan z — In /1 4+ 22 4+ C. Primitiven till arcsin z &r

raresinz + V1 — 22 +C.



