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(1) Sétt uw = arctan3 och v = arctan (1/2). Da géller att tanu = 3 och tanv = 1/2. Det
foljer att

tanu —tanv 3 -1/2
1 +tanwu-tanv 1+3/2

tan (u —v) =

Alltsa har vi att tana = 1.

(2) Vihar att p(z) =22 -6 +a=(r—3)2 -9 +a.

(a=8) Hiarharvip(z) = (z—-3)2—1=(zr—-3—-1)(z -3+ 1) = (v — 4)(x — 2). Vi gobr en
partialbrakssonderlaggning. Ansétt

2 _ A n B :(A+B)a:—(2A+4B)
plx) -4 x-—2 p(z) .
Likheten skall gélla for alla x € R, vilket ger att
A+ B =0 A =1
{—2A—4B:2 < {B:—l

Alltsa,
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o = - d
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(a =9) Har har vi p(z) = (z — 3)?, sa
2 2
[ia® = [a=ap

r—3

a = 10) Hér har vi p(z) = (x — 3)2 + 1, s&
( ) p

/z%x)dx B /(x—32)2+1d$

= 2arctan (z — 3) + C.

(3) (a) Funktionen f(z) = x + 2'°Inz innehaller en produkt av polynom och och logaritm,
och bor salunda partialintegreras (polynomet integreras och logaritmen deriveras):
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(b) Hér lampar sig substitution bést, déarfor att faktorn x dr “ungefér” derivatan av den
inre funktionen 1 + 2. Vi far
y=1+a>
/m\/1+x2dx = dy = 2xdx

rdr = %dy

= %/\/@dy

_ L3
= 3Y +C
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(1) Differentialekvationen &r given av
y' — 4y + 3y = €**(x + sin 3z),
dér y(0) = 2 och ¢/(0) = 47/10. Vi infér en ny funktion z genom
y(x) = z(x)e®.
DA har vi y = (2 +22)e?®, och y" = (2" + 22’ +2(2' + 22))e?® = (2" + 42’ + 42)e**. Var
differentialekvation 6vergar alltsa i

(2" 4+ 42 + 42)e®® — 4(2' + 22)€*® + 32¢** = e?*(z + sin 3x),
som (efter forenkling) dr ekvivalent med
2" — 2z = x +sin 3.
Att y(0) = 2, blir ekvivalent med z(0) = 2 och y/(0) = 47/10 ger 2/(0) = 7/10.

For att finna en partikulérlosning ansétter vi z,(x) = Az + Bsin3z (varfor behovs
ingen cosinusterm?). Om vi stoppar in i var ekvation far vi

(0 —9Bsinz) — (Ax + Bsin3zx) =  + sin 3z.
Vi ser att vi ska vilja A = —1 och B = —1/10. Alltsa &r

2p(2) = —a — 1 sin 3x

en partikuldrlosning. Vi soker nu de homogena losningarna z,(x). Karakteristiska ekva-
tionen #r r2 — 1 = 0, vilket ger r = +1, sa

zp(x) = Cre®” 4+ Coe™ ™.
Losningen till ekvationen (i z) ges nu av
1
2(x) = zp(z) + 2p(z) = Cre” + Coe™" —x — 1 sin 3.

Villkoret z(0) = 2 ger direkt att Cq + C2 = 2 och villkoret 2/(0) = 7/10 ger (efter
derivering) Cy — Cy — 1 — 3/10 = 7/10, med lésning C1 = 2 och Cy = 0. Alltsa,

1
z(x) =2e" —x — 0 sin 3z,

vilket ger

2z
y(x) = 61—0 (20e” — 10z — sin 3z) .
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(2) (a) Uppgiften skall 16sas med integrerande faktor. Vi observerar direkt (7) att VL=

[(1+#2)y(t)], sa vi far
(14 t)yt)]) =cost < (1+t)y(t) = /costdt

& (1+tHyt) =sint+C

& y(t)= sint n C
WeTre Ty
Villkoret y(0) = 0 ger C' = 0, och ddrmed
sint
t) = .
y(t) 1+ 2

(b) Differentialekvationen &r separabel. Vi har

dy 1
1+2%)-==2(1+y%) & / d :2/
(I +2%) - =2(1+y7) T2 Y 52
& arctany(x) = 2arctanx + C.
Villkoret y(0) = 0 ger C' = 0, sa vi far

arctany(x) = 2arctan z,

det vill siaga

(2) = tan (2arctan z) 2 tan (arctan x) 2z
x) = tan (2arctanx) = - ’
Y 1 —tan? (arctanz) |1 — 22

dér vi alltsa utnyttjat formler for tangens dubbla vinkeln.

(3) Lat M (t) beteckna méngden (i mg) benspyren efter tiden ¢ (i minuter), 0 < ¢t < 60. Vi

vet att M(0) = 0 och att rummets volym &r 30 m3. Tillférd méngd benspyren per minut
ar konstant och ges av 0.04 - 0.1 = 0.004 (mg/min). Den bortférda mingden benspyren
dr vid tidpunkten ¢ momentant lika med

M(t)

1 ‘
=0 0.02 = ﬁM(t) (mg/min).

Detta tillsammans innebar att vi har

1
M'(t) = 0.004 — ——M(¢t

med l6sningen
M(t) = 6 4 Cet/1500,
Vi vet att M (0) = 0, vilket ger C' = —6, sa
M(t) = 6(1 — e~*/1500),
Koncentrationen c(t) (mg/m?) ges nu av
M) 1 _
o= 20 Ly /1500y
ott) = B _ L eenom)
Vi ser att ¢(t) &r en vixande funktion for 0 < ¢ < 60 (vilket ju dessutom kénns logiskt
och bra), sa

1 1
emaz = ¢(60) = = (1 — ¢~ 60/1500y — =1 e 1/?%) = 0.008 mg/m?>.

Gransvirdet kommer alltsa inte att overskridas. Tur.



