LOSNINGSFORSLAG TILL TENTAMEN I INLEDANDE KURS, TILLAMPNINGAR VT -03, MARTIN BRUNDIN

(1)

(2)

®3)

Skarningspunkterna mellan kurvorna har z-koordinater x = 0 respektive z = 1. Man &vertygar sig snabbt om att
kurvan y = z!/3 ligger 6ver kurvan y = x3, for 0 < « < 1. Arean av omradet som begréinsas av kurvorna ges

1
0 4 4], 4

Vi skriver om ODE:n som e¥y’ = 4ze2?, och far alltsa

/ey dy = /430627“ dx.

Vinsterledet blir e¥ (vi struntar i konstanten) och hégerledet partialintegreras:

alltsa av

1
5|

| =

/490621 de = 4x(e2*/2) —/4(6%/2) dx
= 222 — 2 4 C.

Vi har alltsa att

eV(®) = 2ze2* — 2% 4 (O,

Villkoret y(0) = 0 ger C = 2, och alltsa

‘ y(z) =1n (21‘621 —e¥ 4 2) ‘

(a) Den karakteristiska ekvationen ges av r2 4 6r 4+ 8 = 0, med lésningar » = —2 och 7 = —4. Den homogena
ekvationen har alltsa ldsningarna

y(z) = Cre™ 2 4+ Coe™ 47|,

for godtyckliga konstanter C1,Cy € R.
(b) Vi ansitter yp(z) = Asinx + Bcosx och far, efter inséttning i ODE:n, att

(~A—6B+8A)sinz+ (—B+6A+8B)cosz = (7TA—6B)sinz+ (6A+ 7B)cosz

= sinz.

Vi far alltsa

{7A76B =1 {A = 7/85
6A+7B = 0 B = -6/85
Alltsa,

‘yp(:r:):(7sin:c—ﬁcosx)/85‘
duger.

(c) Viinfor z(z) genom y(z) = z(x)e™2%. DA far vi y/(z) = (2/(x) — 22(x))e™ 2% och y"(z) = (2" (z) — 42/ (z) +
4z(x))e™2%. Om detta stoppas in i ODE:n sa fas, efter férenkling och division med e~22,

2" (x) 4+ 27 (z) = .
Ansitt zp(x) = Az? + Ba, si fas
2A+4Ax + 2B = x,

sa vi viilljer A = 1/4 och B = —1/4. Allts&, zp(x) = (22 — 2)/4 och dirmed

| yp(e) = (2 — w)e 27 /4]

(4) ODE:n &r pa den form dé metoden med integrerande faktor lampar sig bést. Vi har [ 2z do = 2?2 (ddr vi skippar

integrationskonstant som vanligt), och den integrerande faktorn &r alltsa e*” . Bfter multiplikation med densamma
far vi

(y@e) =1,
vilket ger

y(:v)eg82 =z+C.
Villkoret y(0) = 0 ger direkt C = 0, och dédrmed



(5) Namnaren ges av p(z) = 22 — 3z —4 = ... = (x + 1)(x — 4), s& vi gor partialbrakssonderliggningen

2z + 3 A B
= +
p(x) z—4 z+1
_ (A+B)z+ (A—4B)
p(z) '
Vi far
A+B = 2 A = 11/5
A—4B = 3 B = -1/5

Vi har alltsa att

2x+ 3 1 11 1
/ de = —/< — >dcc
p(z) 5 z—4 z+1

1
= g(llln|x74\71n\x+l|)+0.

(6) Integralen vi ska rdkna ut dr m f56 f(x)?dx. Vi partialintegrerar och goér livet nagot littare for oss genom att
anviinda att (x — 4) r en primitiv funktion till 1 (eftersom det passar béttre med problemet). Vi far

6 6
7r/ In(z —4)dx 7r/ 1-In(z—4)dx
5 5

6
- 7r[(m—4)ln(r—4)}g—7r/5 (o= 1)~ de
= 2rln2-—n7
= |7(ln4-1)|

(7) Den allménna losningen till differensekvationen dr

Tn =3r" +

"—1
" ),

for n =0,1,2... (fallet » = 1 kan uteslutas direkt, eller hur!?). Vi vet att z; = 4, vilket ger

3r +

—1)=4
-1 =4,

som &dr ekvivalent med att
3r+k=4.

Pa samma sitt ger x3 = 10 att

k
3r3 + 1(14”71)=10 & 3P4k +r+1) =10

r—
Om vi substituerar k = 4 — 3r i den andra ekvationen far vi
3r3 + (4 —=3r)(r2 + 7 +1) = 10,

som efter férenkling ger
r24+r—6=0.

Vi far alltsa tva losningar, ndmligen | r = 2 |och | r = —3 |, som svarar mot respektive . Den ena

16sningen till differensekvationen blir alltsa
wn=3-2"—2(2" —1) =[2" + 2|

13 1
Tn =8 (<8)" — ((-3)" ~ 1) =~ (-3)" ~13) |
4 4
(8) Vi bérjar med att bestdimma hur salthalten varierar i tank 1. Lat «;(t) beteckna méngden salt (i kg) i tank j efter
tiden ¢ > 0 (minuter). Vi vet att z1(0) = 1 och att z2(0) = 0.5. I tank 1 tillférs inget salt, s& differentialekvationen
blir

Den andra blir

med l6sningen
ml(t) = Cleit/lo.

Villkoret 1(0) = 1 ger C1 = 1 och dérmed
x1(t) = e /10,

For tank 2 blir problemet lite annorlunda. Hér tillfors salt (fran tank 1) och det bortférs salt. Differentialekva-
tionen blir
ml(t) 1 Z‘Q(t) 2,
10 20

zy(t) =

vilket &r ekvivalent med
1 1
! (t - 1) = — 7t/10‘
za(t) + 15%2(t) = 5€



et/10 och efter multiplikation med denna dvergar problemet till

/ 1
_57

Den integrerande faktorn ges av (kontrollera)

(xQ(t)et/IO)

med 16sning
z2(t) = (Ca + t/10)e~ /10,
Villkoret 22(0) = 0.5 ger C2 = 1/2 och didrmed
1
t) = —(5+1t)e”t/10,
w2(t) = 15 (5 +t)e

Vi s6ker maximum av z2(t), ¢ > 0. S6k nollstélle till derivatan! Vi har
1 1

zh(t) = E(l — (541)/10)e" /10 = m(s —t)e /10,
Vi gor en teckentabell:
t|o 5
zh |+ + 0 -
x|/~ N

Vi ser att x2:s maximala virde antas da .



