Inldmningsuppgift 1

. Utveckla polynomet g med polynomet f dir

f(x) =2°+32° —4
g(x) =2+ 72% — 2"+ 32° + 22" — 2 — 1.
. Partialbraksuppdela det rationella uttrycket

w4+ —2r+1
x4 4+ 223 — 1822 + 162 + 8

i Q[x].
. Vilka av foljande element &r inverterbara i ringen Q[z]/z® — 4z — 37

(a) x + 1,
(b) = —1,

(c) 22 — .

Bestdm inversen i forekommande fall.
. Vilken eller vilka av foljande ringar ar kroppar?

(a) Q(a), dir a® — 6a+7 = 0,
(b) R(a), dir o — 6a +7 =0,
(c) Z/1919,

(d) Clz]/z* + 1.

Losningar

. Vi anvénder divisionsalgoritmen som siger att g = k1f + fo = (kof + f1)f + fo =
kof?+ fif + fo=ksf>+ fof?>+ fif + fo = ... déir vi slutar nér vi far en rest som
har ldgre grad &n f. Hér far vi

o g(z) = (2% + 32? — 4)(2® — 327 4 92° — 162° + 352" — 6923 + 1462> — 2962 +
612) — 12522 — 1185x + 2447,

o 2% — 327 +92% — 1625 + 352 — 6923 + 14622 — 2962 + 612 = (2 + 322 —4)(2° —
62t + 272% — 9322 + 2902 — 831) + 22672% + 864x — 2712,

o 25 — 62t + 2723 — 9322 + 290z — 831 = (23 + 322 — 4)(2® — 9z + 54) — 25122 +
254x — 615.

Séledes ir svaret att g(z) = 125222 — 1185z + 2447 + (226722 + 864z — 2712) f(z) +
(—251x2 4 254z — 615) f2(z) + (x* — 9z + 54) f3(x).



2. Vi faktoriserar nimnaren i en produkt av irreducibla polynom: z* + 223 — 1822 +
162 +8 = (z —2)?(2? 4 62 +2) (Observera att 2?4 6z +2 har nollstillena —3 £ /7,
men att dessa ej ligger i Q. Vi kan verifiera att rationella nollstillen saknas genom
att konstatera att +1 och +2 inte duger.)

Enligt den allménna partialbraksuppdelningsformeln ansitter vi:

24t —2r+1 A n B N Cx+D
4+ 223 — 1822 + 162 +8 -2  (2—2)2 22+ 6z +2

r(z) =

dar A, B, C'och D ska vara rationella konstanter. Genom att aterfora till gemensamt
brakstreck far vi att:

() A(23 + 422 — 10z — 4) + B(2? + 62 + 2) + C(23 — 422 + 42) + D(2? — 4z + 4)
r(x) =

xt + 223 — 1822 + 162 + 8
sa genom identifiering av koefficienter far vi ekvationerna A+C =1, 4A+ B —4C+
D=1 —-10A+6B+4C —4D = —2 och —4A + 2B + 4D =1 ur vilka vi 16ser att
A =B =C=D =1/2. Svaret blir alltsa att

2\ -2 (2—2)2 22462 +2/

3. Lat oss biirja med att faktorisera polynomet vi riknar modulo mot: 2% —4x — 3 =
(x4 1)(2? —x — 3). Att 22 — x — 3 dr irreducibelt ser vi genom att varken +1 eller
43 ar nollstéallen.

(a) =+ 1 ér inte relativt primt med z® — 4x — 3 da det ju finns den gemensamma
faktorn = + 1. Darfor d&r = + 1 inte inverterbart.

(b) z—1 saknar gemensam faktor med x® —4x — 3 sa dessa tva polynom ér relativt
prima och dérfér ir x — 1 inverterbart. Vi ansétter inversen till Axz? 4+ Bx + C
och ska da ha

(x — 1)(Az* + Bz 4+ C) = Az®* + (B — A)z* + (C — B)x — C)

=(B-A)z*+(4A+C—-Blz+34-C=1

vilket leder till ekvationerna B — A =0, 4A+C — B =0och 3A - C = 1.
Losningen till detta ekvationssystem ir A = B=1/6,C = —1/2s4 (z—1)"' =
%xQ + %x — %

(¢) 22—z = x(x — 1) &r relativt primt med 23 — 4z — 3 och dr dérfor inverterbart.
For att gora det hela lite enklare kan vi utnyttja att inversen av en produkt ar
produkten av inverserna, s att (z?—z)~' = 271 (xz—1)"!. Genom ansittning av
z7! till Az + Bx+C kommer vi pa samma siitt som ovan till att 27! = f2%—3,
sa (2 —x) ' = (@ + 2 +3)(2? —4) = (-2 + 2+ 5).

4. (a) Kropp, ty o? — 6a + 7 ér irreducibelt d& ju varken =1 eller 47 ir nollstéllen.

(b) Ingen kropp, ty a? — 6a + 7 har de reella nollstillen 3 4 /2 och &r dérfor
reducibelt.

(c) Ingen kropp, ty 1919 = 19 - 101 &r inget primtal.
(d) Ingen kropp; endast polynom av grad 1 &r irreducibla i Clz].



