Inl&dmningsuppgift 2

. Bestéim samtliga nollstéllen till polynomet f(z) = x*+ 523+ 922 +22+5 € Z/11[x].
. Los foljande linjira ekvationssystem déar x1,xs, x3, x4, x5 € R:

5E1+3ZE2—21‘3—7I5:4
—1‘1—.%’2+2x4:1
201 — d5x9 — Tx3+ 1024 + 25 =5

. Definiera en sa liten kropp, L, som mojligt som innehaller K och dr sadan att
f € K|[z] faktoriserar i polynom av grad 11 L[z] om

(a) K =Q och f(z) =2*— 323+ 3z + 1,
(b) K =7Z/3 och f(x) =2+ 2z + 1.

. Polynomen f(x) = x + 4 och g(x) = 23 + 42 + 2z + 3 har koefficienter i Z/5.
Utveckla g med f.

Losningar

. Vi har att
f(z) = 2" +52° + 92% + 22 + 5 = (z — 1)(2° + 62% + 42 + 6)
=@ -1)(z-3)(2*+92+9) = (z—1)(z — 3)(z — 6)(x — 7).
Saledes &r nollstéllena 1,3,6 och 7.
. Ekvationssystemet svarar mot Ax = b diar b = (4, 1,5) och

1 3 -2 07
A=| -1 -1 0 2 0
2 =5 =7 10 1

Vi léser via radoperationer pa den utdkade koefficientmatrisen (A|b):

1 3 -2 0 =7 4
-1 -1 0 2 01]—...
2 =5 =7 10 15
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0 01

Av detta kan vi avlisa att ett exempel pa l6sning ar:
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To = gI4 +£—§$5 +%
T3 = 51’4 —2—83175 —1

dar x4 och x5 kan viljas godtyckligt i R.



3. (a) Vi har att
flx)=a*-32*+32+1= (2> —20 —1)(2® —x — 1)

vilket ar en faktorisering i irreducibla polynom ty de tva andragradsuttrycken
saknar rationella nollstéllen; 4+1 duger ej. Nu “uppfinner” vi ett nollstélle till
det hogra av dessa genom att utvidga Q[z] till kroppen Q(o)[z] dir a? = a+1.
Da blir 22 —z — 1 = (z — a)(z + a — 1). Nu ar frigan om dven x? — 2z + 1
faktoriserar sig hir, dvs om det finns nollstéllen dven till detta polynom i den
nya storre kroppen. Isé fall ska vi ha 22 —22x—1 = (r—1)2—2 = (0 s4 genom att
sitta y = x—1 blir frigan om det finns nagon 16sning till ekvationen y? = 2. Vi
provar genom att ansiitta y = Aa+ B och far da att y*> = (2AB+A)a+ B?+ A?
och genom identifiering av koefficienter far vi

A +2AB =0
A2 +B* =2

For att den O6vre av dessa ekvationer ska vara satisfierad kridvs antingen att
A = 0eller att A = —2B. Men om A = 0 far vi B?> = —2 vilket #ir en
omdjlighet di B ska vara rationell, och om A = —2B far vi B? = 2/5 vilket
inte heller fungerer.

Vi utvidgar nu kroppen en géng till och far Q(«)(8)[z] dir a® = a + 1 och
(3? = 23 + 1 vilket blir var slutliga kropp, ty nu har vi

fla) = (z —a)(z +a—=1)(x =)z + 5 -2)

(b) Hér har vi att polynomet f(z) = 2®+2x+1 ligger i (Z/3)[x]. Genom prévning
ser vi snabbt att f saknar nollstéllen sa vi infor kropppen (Z/3)(«)[x] dér
a® = a + 2 och far frin Sats 6.18 att f(z) = (z — a)(z — ®)(z — %) =
(x +20)(x + 2a + 2)(z + 2a+ 1).

4. Precis som vid utveckling av polynom med rationella koefficienter med ett annat
anvinder vi divisionsalgoritmen: g = kof + fo = kif? + fif + fo = kaf® + fof? +
fif + fo = ... dar vi slutar nédr graden av k; dr ligre an graden av f. Har &r
f=x+4och g=2x+42? + 2z + 3 och bada ligger i (Z/3)[z]. Vi har

g=(z+4)(2*+2)

?+2=(+4)(z+1)+3
r+1=1z+4)+2
och vi far alltsa att g = f2 +2f2 + 3f.



