Inldmningsuppgift 3

. Ar foljande matriser med element i Z/7 inverterbara? Bestim i forekommande fall
inversen.

2 0 3
2 5
(a)l ].(b)415

61 06 3

. Matrisen
4 2
=1
har element i Z /5. Bestdm tva egenvirden med tillhérande egenvektorer till A. Det
ar tillatet att om nodvindigt utvidga Z/5 till en storre kropp. Vad blir A'6?

. Matrisen
1 3 0 8 1
A=1|2 7 1 0 -4
1 2 -1 24 1

har element i Q. Bestdm en bas for nollrummet N(A). Vilken rang har A?

. Beriikna summan 7 .

Losningar

i

som har rang < 2 och saledes inte dr inverterbar.

. Matrisen i fraga dr radekvivalent med

I del (b) provar vi om matrisen i fraga, som vi kan kalla A, dr inverterbar genom
att gora radoperationer pa (A|I), dvs pa

O =N

03100
1 5010
6 3 001

Om man haller tungan ratt i mun och rédknar ritt landar man da pa

100211
01045 4
001 6 4 4

och man ser dels att A dr inverterbar, dels att A~! ges av

Y =N
IS
N N



2. For att bestdmma egenvirden ska vi bestdmma A sa att A — A\ ar singulér. Nu &r
ju
A_AI:[4—A 2 ]

1 4— A

som genom att ldgga A —4 av den nedre raden till den 6vre och sedan byta plats pa

raderna overfors till
1 4 — )\
0 2—(4— )\)2 '

Denna matris dr singulir om och endast om (A — 4)* = 2. Men ekvationen y* = 2
saknar ju l6sning i Z/5 sa vi far istéllet rdkna i en utvidgad kropp, till exempel
Z/5(a) dir o = 2. Dé far vi A = 4 + o som ér véra egenvirden.

For att nu bestimma egenvektorer till ett egenviarde A giller det att bestimma en
vektor x sadan att (A — AIl)x = 0 och denna ekvation l6ser vi med Gausseliminering
av A — A\I. Héarvid utnyttjar vi forstas det arbete vi redan gjort nar vi eliminerade
denna matris for att finna egenvirdena. Vi har att

A—@+@[H[é‘%]

ur vilket vi avlidser att (A — (4 + a)l)x = 0 betyder att x = z5(c, 1) och att t.ex.
(a, 1) &r en egenvektor till egenvérdet 4 + . Vi har ocksa att

A—M—@Iﬁlé%]

och ur detta ldser vi pa samma sitt att t.ex. (—a, 1) dr en egenvektor till egenvérdet
4 — .

Vi har nu kommit fram till att A kan skrivas som CDC~! dar

_|4+a 0 | a —«a
D—[ 0 4_@106110_[1 11.

Nir vi nu ska beriikna A'6 vill vi forstas utnyttja diagonaliseringen genom att ob-
servera att A = CDC~!. Da behover vi forst rikna ut vad C~! dr och genom
att till exempel utnyttja formeln for invers till en 2 x 2-matris ser vi att

-1 _ —a 3
% _[ - 3].

Vi behover ocksa D6, Men

(4+ a)t® 0 ]:l3a+2 0 ].

16 __
DP=1""0" u—aw 0 20+2

Genom att multiplicera ihop kommer vi fram till att

6 |21
w33



3. Vi bestammer nollrummet genom att 16sa ekvationssystemet Ax = 0 och detta gor
vi genom Gausseliminering av A:

1 0 -3 56 0
A—-101 1 =16 0
00 O 01

Viavléser att x = (323—56xy, —x3+16x4, 23, 74,0) = 23(3,—1,1,0,0)+x4(—56, 16,0, 1,0)
dér x3 och x4 kan véljas godtyckligt och en bas for N(A) utgors till exempel av de

tva vektorerna (3,—1,1,0,0) och (=56, 16,0, 1,0). Rangen av matrisen A ar per def-
inition antal pivotelement i reducerad trappstegsform som i detta fall & 3. Detta
stdmmer ocksa vil 6verens med dimensionssatsen som sidger att rangen plus dimen-
sionen av nollrummet blir antal kolonner i matrisen.

4. Den sokta summan &r koefficienten framfor z” i potensserien f(x)u(x) dar f(z) =
Sz Nu ér ju

1+ 3
3

—6<i;3> _1z<i;2>+7(¢+1)_1

och det foljer att f(z) kan skrivas som 6u(z)* —12u(z)3 + Tu(x)? — u(x). Dérfor har
vi att f(z)u(r) = 6u(z)® — 12u(z)* 4+ Tu(z)® — u(x)? och ur detta drar vi slutsatsen
att S0 13 = 6(”I4> — 12(”;3) + 7(”;2) —n — 1, som, om man vill, kan forenklas
till nt/4 +n3/2 +n?/4.

2'3:(i+3)(i+2)(z’+1)—6i2—11i—6:6< >—6(i+2)(i—|—1)—|—72’+6



