Tentamen i MANO11 Aritmetik och algebra, del 2, 000606, kl. 8.45-
13.45

1. Lat K vara en kropp och lat f och g vara tva polynom i Klz].

(a) Vad betyder det att ett polynom d € K[x] ir en storsta gemensam
delare till f och g?

(b) Visa att en storsta gemensam delare d existerar och att Ja,b €
Klz|:d=af + bg.

2. Lat K vara en kropp och tag f(z) = Y2, a;2' € K[[x]]. Visa att om
ap # 0 giller att f(x) dr en inverterbar potensserie.

3. Lat f vara ett polynom i ringen Klz| ddr K &r en kropp. Visa att
for p € K géller att x — 3|f om och endast om 3 dr ett nollstille till
poynomfunktionen f(x).

4. Ar polynomet f(z) = 2+ 922 +29z + 33 € Q] irreducibelt? Ar x+2
inverterbart i Qx]/f(x)? Bestdm i sa fall inversen.

5. Féljande matris, A, har element i Z/7:

3 3
1 5|
Bestim tva matriser C' och D sa att D #r diagonal och A = CDC!.

Utvidga om nodvéndigt Z/7 till en storre kropp. Vad blir A™?
6. Talfoljden {a,}>2,1 Q ges av

apg = 1,0,1 =2
Ap = p—1 — Ap—2

Ar foljden periodisk? Om sa ir fallet, vilken period har den?
7. Ar de tre vektorerna
vy =(2,0,1),ve = (1,1,0),v3 = (1,2,1)
linjart oberoende om

(a) elementen ligger i Q7



(b) elementen ligger i Z/37

I de eventuella fall detta inte géller, skriv v3 som en linjarkombination
av vy och vs.

8. Betrakta en triangel med hérnen A, B och C.

(a) Hur manga végar av lingd n finns det fran A till B? (Med en
vig av lingd n menas en foljd av n st. hopp dar man i varje hopp
flyttar fran det horn men befinner sig i till ett av de tva andra.)

(b) Antag att en partikel gor en s.k. slumpvandring pa triangeln, dvs
en gang per sekund gor den ett hopp fran det horn dér den befinner
sig till ett pa mafa valt annat horn. Om partikeln vid tiden ¢t =0
befinner sig i horn A, vad dr da sannolikheten att den vid tiden
t = n befinner sig i horn B?

Telefonvakt under tentamen ar Fredrik Engstrom som kan sékas pa telefon
0740-459022.

Efter skrivtidens slut finns forslag till 16sningar pa kursens hemsida.
Skrivningen berdknas vara fardigrattad fredagen den 16 juni. Vardagar efter
kl 14.00 kan man fa reda pa resultat pa telefon 7723509.

Losningar
1. Boken sid. 129.
2. Boken sid. 201-202.
3. Boken sid. 124.
4. Nej, f(x) ar inte irreducibelt ty
f(z) = (z + 3)(z* + 62 + 11).

Vi observerar att dessa faktorer dock dr irreducibla och vi ser av det att
x + 2 ar relativt primt med f(z) och ddrmed inverterbart i Q[z]/f(x).
Inversen berdknar vi exempelvis med hjalp av divisionsalgoritmen:

f(z) =2®4+92° + 292 + 33 = (v +2)(2® + Tz + 15) + 3



varur det foljer att
(z +2)(2* + Tz + 15) = =3 mod f(z)

och saledes att )
(x+2)7' = —g(xQ + Tz 4 15).

. Forst bestammer vi egenvirdena till A:

3-\ 3 1 5— A
A_M:[ 1 5—/\]_>l0 3—(A—3)(A—5)

som dr singuldr om och endast om 3 — (A — 3)(A —5) = 0. Men
3—A=3)A=5)=24+ A=A =6(A24+6A+5)=6((A\+3)>—4) =
6(A+1)(A+5)=0da X =2 eller A =6 sa egenviirdena ar 2 och 6.

Héarndst bestdmmer vi egenvektorer:

SR
A—-2] — 00
och vi ser att en egenvektor till egenviirdet A = 2 ar t.ex. (4,1).

A—6] —

16
L 0 O -
och vi ser att en egenvektor till egenvirdet A = 6 ar t.ex. (1,1).
Vi kan alltsa skriva A = CDC™! dir

SN !

For att slutligen bestdmma A™ med hjalp av var diagonalisering be-
hover vi veta C~L:

crwn [ 4]-[2 2]

Déarmed har vi:

An_[zl 1“2 0“5 2]_[2(—1)"_2%3 (_1)71_’_2714—3]
11 0 6 2 6| | 2(=1) =2t (1) 4 2ntl |



6. Om foljden ar periodisk med period k géller att k dr det minsta positiva
heltal sadant att (1 — z*)f(x) dr ett polynom av grad < k — 1, dér
fl@) = X2y ain’.

Lat nu p(x) vara det till foljden associerade polynomet, dvs p(x) =
2? —x + 1. Da har vi att p(z)f(z) = ag + (a1 — ag)r = 1 + x si att

1+=x
A |
och . . i
(1 ah) fla) = LEDL=2)

2 —x+1

Eftersom x? —x+1 &r irreducibelt giller att denna kvot ir ett polynom
bara da z°> — x + 1|1 — z* dvs den eventuella perioden dr det minsta k
sa att 2 = 1 mod 22 — z 4+ 1. Med rikning modulo 2% — z + 1 far vi
att 2 = — 1, 23 =2 —ax =1, 2 # 1,25 # 1,25 = 1.

Svaret ar alltsa: Ja, foljden ar periodisk med period 6.
(Mycket riktigt blir foljden: 1,2,1,-1,-2,—1,1,2,1,—1,-2,—1,....)
7. Vi ska prova om ekvationen A\;vy + Agvs + A3vsz = 0 har en 16sning déar

ej alla \; dr 0, dvs om Ax = 0 har en 16sning x # 0 dir x = (A1, A2, A3)
och A = [vyvavs]. Vi anvinder Gausseliminering av A och far i (a):

211 1 0 1 1 01
A=101 2| =101 2 — 10 1 2
1 01 01 -1 0 0 1

och ser att vi far tre pivotelement och att den enda losningen dr x = 0
och darmed att de tre vektorerna vy, vy och vs ar linjirt oberoende.
Ifallet (b) déremot &r sista raden i mellanledet ovan densamma som den
andra raden och kan alltsa bytas ut mot en rad med nollor. Darmed
ar vektorerna inte linjart oberoende; vi ser att ekvationen [v;vy]x = v3
har I6sningen x; = 1, x5 = 2 och saledes att vy = vi + 2vs.

8. For att losa (a) observerar vi att antalet vigar fran A till B ar lika
manga som antalet vigar fran A till C' av samma lingd. Om vi nu
later a,(x,y) beteckna antalet vigar fran x till y av langd n (dér z,y €
{A, B,C}) har vi alltsa att

an(A,B) = a,-1(A, A) + an,—1(A,C)



= an_g(A, B) + CLn_Q(A, C) + Cln_1(A, C)
= an_1(A, B) + 2an_s(A, B).

Genom att sétta b, = a,(A, B) har vi alltsa fatt rekursionen:

bn = bn—l + 2bn—2
bO - 1, bl == 2
Karaktiristiskt polynom for denna rekursion dr z? — 2 — 2 som har
nollstéllena —1 och 2 sa 16sningen #r D(—1)" + E2™ och fran begyn-
nelsevirdena far vi att D = —1/3 och E = 1/3. Svaret &r alltsa att

b= (2~ (-1)")

For del (b) observerar vi att det finns totalt 2" olika vigar av lingd n

och enligt uppgift ar var och en lika sannolik, sa den sokta sannolikheten
ar

s2r— (- 1 —1)"

C e S T GV

2n 3 2n

(Obs. att uttrycket ndrmar sig 1/3 da n véxer, precis som sig bor.)

Som alternativ i del (a) kan man betrakta matrisen
011
A=1]1 0 1
110

som pa ett uppenbart sidtt betecknar antalet vigra av lingd 1 mel-
lan olika hérn och observera att A™ anger antal viagar av lingd n pa
motsvarande sitt. Man kan nu berikna A" genom diagonalisering.



