Tentamen i MANO11 Aritmetik och algebra, del 2, 000821, kl.
8.45-13.45

1.

1.

Lat f vara ett polynom i ringen K[z| dir K &r en kropp. Visa att
for § € K galler att  — | f om och endast om [ &r ett nollstélle till
polynomfunktionen f(x).

. Lat A vara en matris med koefficienter i en kropp K. Antag att e-

genvektorerna vy, Vo, ..., v hor till olika egenvirden till A. Visa att
dessa egenvektorer da &r linjart oberoende.

Lat K vara en kropp och tag f,g € K|z|. Visa att g &r inverterbart i
K[z]/f om och endast om f och g ar relativt prima.

Bestidm inversen till potensserien f(z) =2+x+22+23+... € Q[[z]].

Visa att polynomet f(z) = 21423 +322+ 2 +1 € Q[z] ir irreducibelt
och berékna inversen till g(z) =z — 31 Q[z]/f(x).

Fo6ljande matris, A, har element i Z/7:

53]

Bestim tva matriser C' och D si att D dr diagonal och A = CDC~!.
Utvidga om nodvandigt Z/7 till en storre kropp. Vad blir A™?

Bestém en sa liten kropp som méjligt som innehaller Z/5 sa att p(z) =
x4+ 222 + 3 faktoriserar som en produkt av polynom av grad 1i K][z].

Antag att en enkonad population utvecklar sig pa foljande sétt: Varje
individ far vid ett ars alder tva barn, vid tva ars alder ytterligare ett
barn, samt dor under sitt tredje levnadsar. Antag att vid tiden 0 fods
en individ som vi betraktar som “urmoder” fér en ny population.

(a) Hur méanga individer fods vid tiden n ar efter urmoderns fodelse
i den nya population?

(b) Hur manga levande individer finns det i populationen vid samma
tidpunkt som i (a)?
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. De enda mdjliga rationella nollstéllena till f(x) &r £1 och inget av
dessa fungerar. Séledes saknar f faktor av gard 1 och det aterstar att
visa att faktor av grad 2 saknas. Vi provar detta genom att ansétta
f(x) = (2% + Az + B)(2? + Cx + D) vilket leder till ekvationerna
A+C =1, AC+B+D =3, AD+ BC =1 och BD = 1. Eftersom ett
polynom &r irreducibelt i Q[z] omm det &r irreducibelt i Z[x] réacker
det att leta efter heltalslosningar. Vi maste da antingen ha B=D =1
vilket leder till AC' = 1 vilket inte gar thop med att A4+ C = 1, eller
B = D = —1 vilket leder till A+ C' = —1 vilket inte heller gar ihop
med A 4+ C = 1. Saledes saknas dven faktor av grad 2 och f(x) ar
dérmed irreducibelt.

For att berédkna inversen till z — 3 kan vi anvinda divisionsalgoritmen:
f@)=a* + 23+ 322 + 2 +1 = (z — 3)(2® + 42% + 152 + 46) + 139

sd att —%(w3+4x2+15$+46)(x—3) =1mod f(x),dvs (z—3)"! =

— 135 (2% + 42% 4 152 + 46).

. Bestdm forst egenvirdena till A, dvs A s& att A — Al dr singulér. Vi
har

3-\ |
3

3

som via radoperationer bringas till matrisen

1 4 — B\
0 3+(@4—5)(\—3)




som ar singuldr precis da
34+(4—-5NA=3)=5-5X4+51=0

dvs dd X2 =X —1=(\N—-4)2-3 =0« (A—4)? = 3. Denna
ekvation saknar 16sning i Z/7. Lat oss d& infora t.ex. kroppen Z/7(«)
dir a? = 3. Ekvationen far da lésningarna A\ = 4 + o som alltsa ir
egenvardena.

For att nu diagonalisera A behdver vi veta egenvektorer till dessa egen-
virden, dvs vi ska 16sa ekvationerna A —(4+a)x = 0. Detta ger oss till
exempel egenvektorer (5a+2,1) och (2a+2, 1) till 44+« respektive 4—av.
Vi far A = CDC~! och A" = CD"C~! dir D = diag(4 + a,4 — a)
och

da+2 2a42

C= 1 1

. Genom inspektion ser vi att p(z) saknar nollstéllen i Z/5 och genom
ansittningen p(x) = (22 + Az + B)(2% + Cx + D) ser vi snabbt att
dven faktorer av grad 2 saknas. Alltsd dr p(x) irreducibelt.

Infér nu kroppen Z/5(a) dir a* = 3o + 2. Da ir o, —a, o® och —a®

nollstéllen och vi har att p(z) = (7 + a)(z — a)(z + 3a® + 2a)(z +
203 + 3a.

. Lat a, vara antalet individer som fods vid tiden n. Enligt uppgift
géller d& rekurionen:

ap = 20p-1 + Qp—2,N 2> 2

med begynnelsevirdena ag = 1 och a; = 2. Denna rekursion har
karaktaristiskt polynom 22 — 22 — 1 som har nollstéllena 1+ \/§, s& en
formel for a, ar

an = A(1 +V2)" + B(1 — V2)"

dér A och B &r konstanter som vi med hjilp av begynnelsevirdena

bestimmer till £ + ﬁ repektive 3 — %. Svaret i (a) blir alltsa:

an=(5+ %)(1 V(G- %)(1 VA,

For del (b) observerar vi att det som soks ar a, + a,—1+ a,—2 som blir
11

(4+ %)(1 V2" (4 - ﬁ)(l —V2)"2,



