Tentamen i MANO11 Aritmetik och algebra, del 2, 010113, kl. 8.45-

13.45
1. Lat A vara en matris med koefficienter i en kropp K. Visa att om egen-
vektorerna vy, va, ... v, hor till olika egenvirden till A sa ar vy, vo,... vy
linjért oberoende. (3p)

Lat K vara en kropp och tag f(xr) € K[z]. Visa att for g(x) €
K[z]/f(z) giller att g(z) &r inverterbart om och endast om f(z) och
g(x) &r relativt prima. (3p)

Antag att g, h € Q[z] &r relativt prima, att f € Q[z] och att grad(f) <
grad(g). Visa att det finns polynom a,b € Q[z]| sadana att grad(a) <
grad(g) eller a = 0, grad(b) < grad(h) eller b =0 och
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har element i Z/7. Bestdm en diagonal matris D och en inverterbar
matris C sadana att A = CDC~!. Utvidga om nodviindigt Z/7 till en
storre kropp. Beriikna A247. (3p)

(3p)

Matrisen

Visa att Q[a] dir a* = 3a — 1 dr en kropp och bestim inversen till
a — 1 1 denna kropp. (3p)

Beriikna produkten av de tvi potensserierna f(z) = o (i + 3)z’ och

g(z) = 32, = 1)a’. (3p)

Bestdm en sa liten kropp K som mgjligt som innehaller Q och ar sadan
att polynomet z* 4 42® — 22 — 10z + 3 faktoriserar som en produkt av
polynom av grad 1i K|[z]. (3p)

Berdkna summan .
D (i+1)(n—i)37 4,
i=0
(4p)



Telefonvakt under tentamen ar Fredrik Engstrom som kan sokas pa telefon
0740-350646.

Efter skrivtidens slut finns forslag till 16sningar pa kursens hemsida.
Skrivningen berdknas vara fardigrattad fredagen den 26 januari. Vardagar
efter kl 14.00 kan man fa reda pa resultat pa telefon 7723509.

Losningar
1. Sid. 185-186.
2. Sid. 135.
3. Sid. 90.

4. Vi bestdmmer forst A’s egenvirden genom att kontrollera for vilka A
som matrisen A — A/ &r singulér.
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0 4+ (\—2)(6-N)
dr singulir dd 4 + (A —2)(6 —A) = 4 —-5— X2+ X = 0, dvs d&
A4 6A+1=(A+3)2—1=0,dvsda A€ {3,5).

Vi bestdmmer nu A’s egenvektorer genom att for vart och ett av de tva
egenvirdena \; 1osa ekvationssystemet (A — A\, J)x = 0.
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amar 18]

sa att (A — 31)x = 0 dr ekvivalent med att z; + 3z3 = 0 och det foljer
att (4,1) ar en egenvektor till egenvérdet 3. Vidare géller att

11
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sa att (A —5I)x = 0 dr ekvivalent med att x; + x5 = 0 och vi har att
(6,1) ar en egenvektor till egenvirdet 5.



Alltsa kan vi skriva A = CDC~! dar
30
p=5 5]

4 6
C = { L ] |
For att nu beriikna A%*" utnyttjar vi att A%47 = CD*7C~! och eftersom

6]246 giller att 3*'" = 3 och 5*17 = 5 och dérmed att D*" = D och
siledes att A% = A.

och

. Vi ska visa att polynomet f(a) = a* — 3a + 1 ir irreducibelt i Q[z].
Faktor av grad ett saknas enligt faktorsatsen ty de enda mdjliga ra-
tionella nollstéllena dr +1 och inget av dessa fungerar. Om faktor av
grad 2 fanns skulle vi ha

f(a) = (&®* 4+ Aa+ B)(a? + Ca + D)

vilket leder till ekvationssystemet

A+C = 0
AC+B+D = 0
AD + BC = =3
BD =1

Eftersom f &r ett primitivt polynom récker det att visa att ekvation-
ssystemet saknar heltalslosningar. Men en heltalslosning till den fjarde
ekvationen innebér att B = D = 1l eller B = D = —1. I det forsta
fallet leder detta enligt den tredje ekvationen att A + C' = 3 och i det
andra fallet till att A + C' = —3. Bégge dessa fall dr alltsa of6renliga
med den forsta ekvationen.

Lét oss nu bestimma (o — 1)~'. Vi observerar att
at=3a+l=(a-1)C@+a’+a—-2)—-1
dvs att
(a—1D((0®*+a*+a—2)=1mod a* —3a+ 1

dvs att
(a=1)T'T=a+a*+a—2.



6. Vi har att f(x

) = Z(l+3) =i+ a' +237 2" = u(x)? + 2u()
o att g(a) = S50~ 1o’ = Tfi+2)(+ 1)~ 350+ 1 =
2u(z)? — 3u(x)?. Saledes ar

f(@)g(x) = 2u(2)” + u(2)* — 6u(w)’

26 ()

Med lite riknande ser man att koefficienten framfor z¢ blir

1
12(2 +124% 4+ 114* — 367 — 36)

sa att

1 o0
f(x)g(2) :—22 it 124 + 114% — 36i — 36)2"
=0

. Sétt f(z) = 2t + 423 — 22 — 102 + 3, det givna polynomet. Vi ser att f
saknar rationella nollstillen ty den enda tankbara kandidaterna ar =41
och +3 och inget duger, sa lat oss leta efter delare av grad 2. Genom
inspektion ser vi att

f(z) = (2* + 32— 1)(2® + 2 — 3).

Vi har att © +2+ 3z — 1 = (z + 3/2)* — 13/4 s& om vi utvidgar Q till
Q(a) dar o = 13/4 far vi 2243z —1 = (z+3/2—a)(z+3/2+ ) och
dessutom att z°+z—3 = (z+1/2)2—13/4 = (z+1/2—a)(z+1/2+a).

Sammanfattningsvis giller alltsd att i Q(«)[x] dir o = 13/4 har vi
fl@)=(x+3/24+a)(z+3/2—a)(z+1/24+ a)(z+1/2 — ).

. Den s6kta summan &r koefficienten framfér x” i potensserien f(z)g(z)

dar
fz) = Z(Z +1)37'2" = u(x/3)?

och

224 o' =u(x/4)? —u(z/4).

Saledes ar

1 1 1
(1- 35/3)2((1 — /42 1-— x/4)

f(x)g(x) =



A B C D
- (1—12/3)2 1 — /3 - (1—x/4)? 1 —z/4
Med x = 3 ser vi att A =16 —4 = 12 och med = = 4 ser vi att C' = 9.
Vidare har med r =0 att A+ B+ C+ D =0, dvs att B+ D = —21,
och med x =2 att 9A+4B+4C +2D = 18, dvs att 4B+ 2D = —126.
Tillsammans medfor detta att B = —42 och D = 21. Allts géller att

f(x)g(z) = 12u(x/3)? — 42u(z/3) + Ju(x/4)* + 21u(x/4)
= [12(n+1)37" = 423"+ 9(n + 1)4™" + 21 - 47"]a"

sd svaret ar att den sokta summan blir koefficienten framfor z" dvs
(12n —30)37"™ + (9n + 30)4~".



