6, Ortogonalitet och minsta

kvadratproblem
6.3 Ortogonal projektion

6.1
e Ortogonaluppdelningssatsen
e Skaldrprodukt (eller inre produkt, “dot e Geometrisk tolkning
product”)

e Bista approximation

Langd av vektor, avstand mellan vektorer

Ortogonalitet Och nista gang:

Pytagoras sats .
6.4 Gram-Schmidt

Ortogonalt kompement,
Att hitta en ortogonalbas
Samband mellan rad- och nollrum fér matris

6.5 Minsta kvadratproblem
6.2 Ortogonala mingder och baser

6.6 Tillampningar pa linjira modeller
e att uttrycka en vektor i en ortogonalbas

e ortonormala méangder




Definition 1. Om u,v € R", sd dr den inre

produkten avu = (uy,...,un) och v = (v1,...,v0n)
u-v=ulv=wuv +...+ u,vn, (1)

Den uppfyller foljande rakneregler

(a) u-v=v-u

(b) (u+v) - w=u-w+v-w

(c) (cu) - v=c(u-v)=u-(cv)

(d) u-u>0,ochu-u=0omm. u=0

Genom att anvinda (b) och (c) upprepade

ganger, kan man visa att

(crur+...+cpup) W =ciup-w+...+cpup-w (2)

Definition 2. Ldngden av en vektor

u=(u,...,u,) 1 R" definieras av

lul = vau=ult+. .+ud @)

Det foljer att ||ul|? = u - u.

Avstandet mellan tva vektorer u,v 1 R™ &ar

dist(u,v) = ||lu — v|| (4)




Definition 3. Twva vektorer u,v sdgs vara

ortogonala (mot varandra) omu-v =0

Sats (Pythagoras). Tvd vektorer u,v dr
ortogonala om.m.

la+ vI[* = Jfuf® + [Iv]* (5)

Sats 4. Om S ={uy,...u,} dr en ortogonal
mdangd med nollskilda vektorer + R, sa dr S

linjdrt oberoende (och féljaktligen en bas for

span(S) ).

Sats 5. Lat {us,...,u,} vara en ortogonalbas for
ett delrum W till R™. Da kan varjey «+ W skrivas

som en unik linjdérkombination av {uy,...,u,}.
y =ciug +...cpuyp, (6)

ddar
c,=—, k=1,...,p (7)




Definition 4. En mdngd {us,...,u,} kallas
ortonormal (ON) om

o {uy,...,u,} dar ortogonal

e Varje uy har langd ett, for k=1,...,p.
(uy, dr normaliserad).

Sats 6. En m x n-matris U har ortonormala

kolonner om.m. UTU = 1.

Definition 5. Om U dessutom dr en kvadratisk
n x n-matris sadan att UTU = I, sa kallas U fér
ortogonalmatris. Da gdller att

e Kolonnerna dar en ON-bas for R™.
° QIH — Q«H

e Raderna dr en ON-bas for R™.

Givet en vektor y och ett delrum W till R™, sa
finns det en vektor ¥ i W sadan att

e Vv ir den unika vektor i W s.a. y — ¥ ar
ortogonal mot W

e ¥ dr vektorn i W som ligger ndrmast y.

Denna vektor ¥ hittas genom att med hjilp av en

ortogonalbas for W skriva
y=y+z (8)

darz L W.




