MAN100/140 Losningar till tentamen den 05 januari 2004

1. (a) Vihar f(z) = LIn(cosz) sa f'(z) = =222 och f'(%) = —3.

-2 2 cosx

(b) Nej, ty skalarprodukten &r skild fra noll.
(c) Taylorutveckling ger (B;(x) &r begransade néra 0)

2 2, .3
sin x x* + x° By (7) _ 1+aBy(x) _ 17:17_) 0.

rsinz + 22 w(z+ 22 +22By(2)) + 22 24+ xBi(x) 2

(d) Ja, namligen (—14/3,3).
2. (a) Falskt. Om t.ex. z = 7w sa dr arctan(tan ) = arctan(0) = 0 # 7.
(b) Sant.
(c) Falskt. En kontinuerlig funktion pa ett slutet och begrénsat inter-
vall antar sitt stosta véirde. Men sup[0,1) =1 och 1 ¢ [0,1).
(d) Falskt. Tag, t ex, tva linjart oberoende vektorer och nollvektorn.
(e) Falskt. Om t.ex. f(z) = 1+ sinz®/z sa &r lim, .o, f(x) = 1 men
f'(z) = —sina?/x* + 3z sin 23 saknar grinsvirde da x — oo.
(f) Sant.
3. Vi har

Y =2 +e " —(z+1)%e " =e"(1+2)(1—1)
och alltsa

x —1 1
frr——==10 |+ + + 0 |— — —
/ N 0 / 4/e N

Dessutom géller lim, . ., f(z) = 400 och lim, ., f(z) = 0. Grafen
blir alltsa




4. Addera vi ekvationerna sa far vi
3r =11,

alltsa x = 11/3. Den tredje ekvationen medfor nu y = 2/3. Den andra
ekvationen ger nu z = 0.

5. Med beteckningar som i figuren har vi h(t) = 6 tanv(t) dér v dr vinkeln
i radianer.

v(t) 6km

Vi skall bestdmma h/(tg) dér ¢y dr den tidpunkt da h(tg) = 3. Vi har
(t) = 6(1 + tanQ(v(t)))v’(t)

Eftersom 2° = Zrad och tanv(ty) = 3 far vi M'(tg) = 6(1+ 1)& = 5
km/s eller ungefér 262 m/s. (Ljudhastigheten dr 330 m/s.)

6. Losning: Vi berdknar determinanten av matrisen dess rader &r koordi-
naterna till de givna vektorerna:

det — 1-3-2:(3-1—3-4)+3-(—12) = 3—2:(—9)—36 = —15.
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a) Volymen av parallellepipeden &r lika med absolut beloppet till den
hér determinanten, sa volymen ér lika med 15.

b) Vektorerna #r hogerorienterade och ligger inte pa samma plan om
och endast om den ndmnda determinanten &ar positiv. Det &r den inte
och vektorerna ar vinsterorienterade.

7. Losning: uj, uy och ug &r linjart oberoende om och endast om ekvatio-
nen

11 + ToU9 + Ir3Usg — 0 (1)



endast har den triviala 16sningen.

Vi radreducerar den motsvarande totalmatrisen:

a)

1410 1 410 1 410
2550|~10 -330|~]10-3320
36 90 0 -6 6 0 0O 000

Den sista matrisen ar totalmatrisen till ett ekvationssystem som har
odandligt manga l6ningar. Eftersom den sista matrisen ar radekvivalent
med den forsta och den forsta matrisen dr totalmatrisen till (1), medfor
detta att (1) har oédndligt manga losningar. Sa vektorerna &dr linjért
beroende.

b)
14 50 1 4 5 0 1 4 50
25 20(~10 -3 -80|~]0 -3 -820
36 -9 0 0 -6 =24 0 0 0 -8 0

Den sista matrisen ar totalmatrisen till ett ekvationssystem som endast
har den triviala l6sningen. Eftersom den sista matrisen dr radekvivalent
med den forsta och den forsta matrisen ér totalmatrisen till (1), medfor
detta att (1) endast har den triviala l6sningen.Sa vektorerna &r linjart
oberoende.

. a) For att se att storsta viardet antas observerar vi att f(0) = 1. Dess-
utom géller lim, ., f(z) = 0. Sa det finns ett tal N med f(z) < 1
da x > N. Alltsa &r sup{f(z);x € [0,+00)} = sup{f(z);z € [0,N]} =
max{ f(z);x € [0, N]}. Den sista likheten foljer av att en kontinuerlig
funktion antar sitt storsta viarde pa ett slutet och begréansat intervall.
(Del a) foljer ocksa av (den svarare) del b) nedan.)

b) Vi skalll studera derivatans tecken. Vi har f/(x) = —e % (23 —32%+1).
Vi vill hitta derivatans nollstéllen. Forst vill vi skissa g(z) = 2% —32%2+1
for att se hur manga nollstéillen g har och grovt avgora vad de ligger.
Efter teckenstudium av ¢'(x) ser vi att g ser ut sa hér:
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Vi ser alltsa att g(z) har tre nollstéllen 7,75 och r3 dar r < 0,
0 <19 < 2 och ry > 2. Vi far foljande teckentabell

T T2 T3
f 1[- — - + + + —
f 1 N\ / N\

Fran tabellen ser vi att det storsta vardet antas da z = 0 eller x = rs.
Men f(3) = 1,4 > 1 = f(0) sa det storsta virdet antas da © = T4 =
r3. Det géller att berdkna ... och f(Ze). Vi anviander Newtons
metod och satter g = 3 och sedan

Tp1 = Tp — g/(x), n=20,1,2,....
g'(x)

Vi far (med fyra decimaler) x; = 2,8889, xo = 2,8794 och z3 = 2,8794.
Lat nu z_ = 2,8793 och z; = 2,8795. Da &r f(z_) <0 och f(zy) >0
sa T_ < Tpae < Ty

Medelvirdessatsen ger f(Zma) — f(2,8794) = f/'(&)(Tmaz — 2, 8794) dér
ro <€ <y SAlf (Tmar) — £(2,8794)] < |/(€)] - 1074 Men |f(€)] <
e g(ry) =~ 5-107°. Sa f(Tmaz) = f(2,8794) +5- 1077 vilket ger att
storsta vérdet dr 1,397 med den 6nskade nogrannheten.



