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Analys och linjir algebra

Kortfattade 16sningar till tentamen den 27 oktober 2003
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Nej, den andra vektorn &r lika med 2 ganger den forsta.

Vi har

f’(m):1+x — 2z (1—2z)(1+x)

(I+a22)2 — (1+a22)?
sa
x —1 1
f—==-] 0 ]+++]0]---
oo =2 2 N

Tabellen visar att f har ett lokalt maximum % da x = 1. Dessutom
galler lim, .1 f(z) = 0 sa detta &r ocksa funktionens storsta
véarde.

Nej, multiplicerar vi den forsta ekvationen med —3 och den andra
med 2 sa far vi —6z — 12y = —6 och —6x — 12y = 16. Dessa ekva-
tioner beskriver fortfarande samma linjer. Koordinatparet (z,y)
for skdrningspunkten maste uppfyller bada ekvationerna. Det &r
uppenbart inte mojligt och skdrningspunkten saknas.

Sant. Lat m vara antalet ekvationer och n > m vara antalet obe-
kanta. Totalmatrisen till ekvationssystemet kan inte ha mer &n m
pivotpositioner. Sa losningsméngden &ar lika med det linjéra holjet
av minst n — m linjart oberoende vektorer. Speciellt har 16snings-
méngden oandligt manga element.

Falskt. Ett motexempel ges av y = |z| som &r kontinuerlig men
inte deriverbar da « = 0.

Falskt. Om en vektor vore en linjar kombination av de andra tva
sa skulle det finnas en icketrivial mgojlighet att skriva 0 som linjar
kombination av dessa tre vektorer och vektorerna skulle inte vara
linjért oberoende.



(d) Falskt, derivatan maste ha minst ett nollstdlle. Om nollstéllena &r
a och b sa dr finns enligt medelviirdessatsen ett tal £ med f'(£) =

£~ o) _
b—a '
(e) Sant. Har visats pa foreldsningen (och i Lays bok, forstas).
(f) Falskt. Linjen har riktningskoefficienten 2. Men arctan(z) har de-
1
rivatan e och riktningskoefficienten for en tangent till kurvan

ar alltsa h('jgxst 1.
3. Vi har
Y =2@x+1)e " —(z+1) e =e"(1+2)(1—21)
och alltsa

T —1 1
ff=—=—=10 |4+ + + 0 |— — —
/ N 0 /! 4/e N

Dessutom géller lim,_, . f(z) = 400 och lim, . f(z) = 0. Grafen
blir alltsa

4. a)
z = 0 ger att punkten K = (0,0,0) ligger pa I.
z =1 ger att punkten P = (4,2,1) ligger pa .

Vi har sett under foreldsningen att vektorn u fran K till Q uppfyller

T wp

déar v ar vektorn fran K till () och w ar vektorn fran K till P.

Sa
(6,6,6) - (4,2,1) 42
= 4,2,1)=—1(4,2,1) = (8,4, 2).
u |(47271>’2 (7 ) ) 21(7 ) ) (7 ) )




Vektorn fran K till Q och Q har samma koordinater ty K = (0,0, 0).
Sa:

Q = (8,4,2).

b)
Avstandet mellan Q och [ #r lika med avstandet mellan Q och Q ty Q
ar punkten pa [ som ligger narmast (). Avstandet mellan Q) och [ &r
dérfor lika med

1(6,6,6) — (8,4,2)| = V22 + 22 + 42 = /24,
. a)

En skiss 6ver kurvorna y = /24 z och y = x och/eller numeriskt
expriment antyder att a,, / 2, n — 0o.For att bevisa det anvénder vi
induktion.

Det forsta vi visar ar att foljden &ar vixande.

Att a; = /3 > 1 = ag &r klart. Antag nu att a,,q > a, for nagot n. D&
galler apio = 24 apnt1 > (1) > V2 + ap = apq1. Att (1) géller foljer
av induktionsantagandet a, .1 > a, och att /2 + x &r vixande.
Hérnést bevisar vi att a,, < 2 for alla n. Det ar forstas sant for n = 0,

och om det &r sant for ett visst n sa géller for n+1 att a,11 = V2 + a, <
V2+2=2.
b)

Lat a = lim,, ., a,.Om vi i formeln a,,; = /2 + a, later n — oo far
via = /2 + a vilket (efter lite rdknande) ger a = 2.

. Lat uy = (2,0,3), ug = (2,2,2) och ug = (1,2, 3).

Vi beraknar determinanten av matrisen med dessa vektorer som rader.
Den ar

det =2.(2:3-2.2)4+3-(2:2-2-1)=2-2+3-2 = 10.
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a) Volymen av parallellepipeden dr lika med absolut beloppet av denna
determinant, sa volymen &r lika med 10.

b) Vektorerna &r hogerorienterade (och ligger inte i ett plan) om och
endast om den ndmnda determinanten &r positiv. Det dr den och vek-
torerna &r alltsa hogerorienterade.



7. Uy, uy och ug ar linjdrt oberoende om och endast om ekvationen
iUy + ToUgy + T3U3 = 0 (1)

endast har den triviala 16sningen.

Vi radreducerar den motsvarande totalmatrisen:

a)

1 340 1 3 4 0 13 40
2 81 0| ~102 —=70|~(02 =70
315 2 0 0 6 —10 0O 0 0 11 O

Den sista matrisen &r totalmatrisen till ett ekvationssystem som up-
penbart endast har den triviala 16sningen. Eftersom den sista matrisen
ar radekvivalent med den forsta och den forsta matrisen ar totalmatri-
sen till (1), medfor detta att (1) endast har den triviala 16sningen. Sa
vektorerna &r linjéart oberoende.

b)
13 50 13 5 0 13 50
2 8 20|~(02 -80|~]02 =820
315 -9 0 0 6 =24 0 00 0O

Den sista matrisen ar totalmatrisen till ett ekvationssystem som har
(t ex) den icketriviala 16sningen x5 = 1, x93 = 4 och z; = —17. Ef-
tersom den sista matrisen ar radekvivalent med den foérsta och den
forsta matrisen ér totalmatrisen till (1), medfor detta att (1) ocksa har
den icketriviala losningen xy = —17, 29 = 4 och z3 = 1. Sa

—]_7111 + 4112 +us = 0
(t ex) och vektorerna &r linjart beroende.

8. Vi bestdmmer forst avstandet fran en godtycklig punkt P = (2, 2?) pa
parabeln till linjen. For detta observerar vi forst att linjen har normal-
vektor n = (1,1). Sa om vi bestdmmer ¢ sa att @ = P + tn ligger pa
linjen blir detta avstand d(z) = |tn| = |t|v/2. Nu dr Q = (2 +t,2% + 1)
och vifar z 4+t + 2%+t = —1eller t = —3(1 + z + 22). Det &r ltt att
se att detta uttryck dr negativt for alla z sa d(z) = g(l + z + 2%).

Vi skall nu minimera d(z). Vi har d'(z) = %(1 +2z)=0o0m z = —3.
Teckenstudie av derivatan visar att detta ger minimum. Vi far d;,, =
i) =



