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1. (a) Taylorutvecklingarna av sinus och cosinus ar sinz = = — % +
2By (x),z — 0 och cosz =1 — % + 23By(z), 7 — 0. Sa

r—sine  2%/6—a'Bi(x) 1/6—xBy(z) 1/6 1
(1 —cosz) a3/2—a*By(x) 1/2 — xBy() - 1/2 3

,x— 0.

(b) Matrisens determinant &r lika med noll ty matrisens andra rad
ar lika med tva ganger matrisens forsta rad. Detta medfor att
matrisen inte dr inverterbar. Alltsa ér 0 ett egenvérde till matrisen.

(c) Eftersom [ —1dt = —t &r den integrerande faktorn e™*. Efter mul-
tiplikation far vi (e 'y) = e 'sae ty = —e '+ Celler y = Ce'—1.
Begynnelsevillkoret ger C' = 1 och vi far y = e! — 1.

(d) Egenvektorer till olika egenvirden till A &r ortogonala mot varand-
ra ty A dr symmetrisk. u ar ortogonal mot u; och mot u, om
och endast u = [c, —¢,0]7 for nagot c. For varje ¢ # 0 dr darfor
u = [¢, —¢,0]7 en egenvektor till A som inte ligger i span{u, uy}.

2. (a) Sant, ty x ar ortogonal mot sig sjélv.

(b) Falskt, ty for n > 3 &r Inn > 1 och alltsa
2
n=3 n=3

(c) Sant. Vi har f(10) — f(0) = 010 f(x)dz < fololdx = 10 sa
£(10) < £(0) + 10 = 11.

(d) Svar: Sant, ty v- >0 cju; =37F

Jj=1

= 0 .

S|

cjv-u; = 0.

(e) Sant. Eftersom sin*z > 0 far vi

/ 5 dxﬁ/ —d:zc:/ e fdr=1.
o Sm“x+ e’ o € 0



(f) Svar: Sant, se foreldsningen om underrum, baser, dimensioner.

3. Vi har

[ee] 4 — 4 _ 3 1 (e e]
/ x76—x dr = |: t X dt 4 dx :| _ Z/ te—tdt: (P])
0

0—0 00— 0

_1 —tjo0 Oo—t _]'
_4<[te ]0+/06dt)—4.

4. Eftersom u;, uy och us ir en ortogonalbas fér R?® dr v:s koordinater
lika med

5. Skriv ekvationen som —;%J = 3t2dt. Vi far %} = f —% = f 3t3dt = t3+C.
t:0gerC’:1OChf6rt:2férviﬁ:8+1:9séy(2):$.

6. a)

u; =V, Uy =Vy—

b) och ¢) Lat v vara den punkt i V' som ligger ndrmast v. Da géller

. : 60 —45
u.ul_f_g.ugz_.u1+—-u2:[—271,4,12]T.

T W ENE 30 45

Den punkt i V' som ligger ndrmast v &r alltsa v sjilv. v ligger alltsa i
V och avstandet mellan v och V ar lika med 0.

7. a) Vi berdknar forst A:s egenvérden:
1-XA 5
5 1—A

A &r ett egenvirde till A om och endast om A dr ett nollstélle till det
hér karakteristiska polynomet, dvs om och endast om

A=N=1+V1+24=06eller A= =1—-+V1+24=—-4.

det(A—\-1)= =22 1-24.

b) Vi berdknar A:s egenvektorer.

! y '



s [D3] 2] 2o 7]

—
r+5y = 6z
dr+y = 06y

u; = [1,1)7 &r alltsa en egenvektor till A och A\; = 6.

Eftersom matrisen A &r symmetrisk ar egenvektorer till olika egenvek-
torer ortogonala mot varandra och uy = [1, —1]7 #r en egenvektor till
A och Ny = —4.

c) Vi skriver ug = [2,3]" pa formen
[2,3]T =1 -Uu; +Co - Us.

Eftersom u; och u, ar ortogonala mot varandra géller att

Up - Ug 5 h Up - U2 -1
c = =—-ochec=—"7+=—.
w2 P 2
Vi far alltsa att
2,37 =5/2-u; —1/2-u,. (1)

d) Att A har egenviirdena \; = 6 och Ay = —4, u; = [1,1]7 och uy =
[1,—1]T &#r motsvarande egenvektorer och (1) medfér att tillstandet vid
tidpunkten ¢t = 27 ar lika med

Ay + Ay = 5/2- 677 [L 17 = 1/2- (=4)*7 - [1, =17

. Lat V(t) och h(t) vara vattnets volym resp. vattenytans hojd vid tiden
t. Vi 7stéller klockan” sa att vattnet borjar rinna ut nar ¢t = 0. Da
tanken ar "halvfylld” géller

{ V'(t) = —k+/h(t),

h(0) =1 och h(10) =0

Nu dr V(t) = Ch3(t), (Man kan berikna C (C = m/16) men virdet
spelar ingen roll.) sa V'(t) = 3CRh2(t)R'(t). Vi far h*W = —K+/h dar
K = k/3C s& h**dh = —Kdt och 2h%/? = —Kt+C.t=0ger C =2/5
och h(10) =0 ger 0 = —10K =2/5 sa K = 1/25.

Nér tanken dr full far vi som for den halfulla tanken att h%/? = — Kdt =
—5=dt och 2h%? = — Lt + C. Villkoret h(0) = 4 ger nu C' = 245/ =
64/5. Till sist ger h(t) = 0 att 0 = —5t+% sa t = 5-64 = 320 minuter.



