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(1) Att hitta alla 16sningar till 140z = 133 (mod 301) &r det samma som att hitta
alla 16sningar till den diofantiska ekvationen

140z + 301y = 133. (1)
En sadan linjar ekvation 16ser man enklast med hjilp av Euklides algoritm:
301 =2-140+ 21
140 =6-21+ 14
21=1-14+7
14=2-7.
Bakatsubstitution ger 7 som en linjdrkombination av 140 och 301:
7=21-1-14
=21-1-(140-6-21) =7-21 — 140
=7-(301 —2-140) — 140 = 140(—15) + 301 - 7,
Multiplicerar vi med 19 far vi

140(—285) + 301 - 133 = 133.

Samtliga losningar till (1) ges dérfor av
T =—285+ @ n
y =133 —10n,
dér n € Z. Genom att vilja ldmpliga n ser vi att 16, 59, 102, 145, 188, 231 och
274 ar de minsta positiva icke-kongruenta l9sningarna till 140z = 133 (mod 301).
Svar. £ =16 +43n for n € Z
(2) Lat d = (a + b,a — b) dér a och b ar tva relativt prima heltal. D& maste d | 2a
och d | 2b ty
2a = (a+b) + (a — D),
2b=(a+0b)—(a—0b).
Men (2a,2b) = 2(a,b) =2sa d| 2. Alltsd d =1 eller d = 2.
(3) Lat a vara ett udda tal, sdg a = 2b+ 1 for nagot b € Z. Vi vill visa att
e =1 (mod 2"*?%), (2)
for alla n > 1. Ett sdtt att visa detta dr genom induktion Gver n.
— Péstéende (2) ar sant for n = 1, ty
a>-1=(2b+1)2-1=40* +4b=4b(b+1) =0 (mod 8).

Notera att precis ett av talen b eller b + 1 maste vara jamnt.



— Antag att (2) ar sant for n = m dér m > 1 &r ndgot heltal (induktionsanta-
gandet). Konjugatregeln séger att

@ 1= (") 1= (02" - 1)(a®" +1).

Enligt induktionsantagandet giller att 2™*2 | @ — 1. Vi har ocksa att
2 | a®" + 1 eftersom a 4r udda. Sammantaget betyder det att 2™+3 | (a®™ —
1)(a®™ 4+ 1). Alltsa (2) giller dven for n = m + 1.

(4) Om n > 1 har vi en faktorisering

8" +1 =234 1= (2" +1)(4" — 2" +1).

Talen 2™ 41 och 4™ —2™ 41 &r bada storre dn 1 ndr n > 1. Det betyder att 8" +1
dr sammansatt da n > 1.
(5) Heltalet x uppfyller

z=2 (mod 6)

z=8 (mod9)
precis da © = 2 4 6a = 8 + 9b for négra a, b € Z. Detta ger ett villkor pa a och
b, ndmligen att 6a — 9b = 6. Dividerar vi bort 3 far vi den linjdra ekvationen

2a — 3b = 2. (3)

Denna ekvation 16ses enkelt genom paseende. En l6sning dr a = 1, b = 0, sa
samtliga 16sningar till (3) dr p& formen a = 1+ 3n, b= 2n fér n € Z.
Svar. x =8+ 18n for n € Z



