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(a) Funktionen n — n* &r uppenbarligen multiplikativ for alla heltal k. Enligt sats 3.1 &r

darfor
O’k(n): Z dk
d|n,d>0

en multiplikativ funktion.
(b) Antag att k &ar positivt och lat p vara ett primtal. D& ar

I R R it
or(p*) = Z d* = Z(Pz) = Z(p )= k1
d|p*,d>0 i=0 i=0 p
for alla heltal a > 0. Den sista likheten foljer fran den vélkinda formeln
5 T -1
=0
Antag nu att n = pi* ---p% dar pi1,...,p, &r olika primtal och a,...,a, dr positiva

tal. Eftersom oy, dr multiplikativ enligt (a) s& ar
T . r (a,--',—l)k ~1
or(n) = || ox(®i?) = L
k( ) zzl_ll k(pz ) Z:1_[1 pf 1

(a) Om p &r ett primtal och k &r ett positivt heltal sa &r 1,p,...,p* ! de enda positiva
delarna i p*~!. Antalet sddana delare &r som synes v(p*~!) = k. Antag nu att k ar
ett heltal storre n 1. D3 #r p*~! # ¢*~! om p och ¢ &r olika primtal. Det finns dérfor
atminstone lika manga l6sningar till ekvationen v(n) = k som det primtal. Som vi vet
sé& finns det odndligt manga primtal.

(b) Lat n vara ett positivt heltal. Enligt definitionen dr o(n) summan av de positiva delarna
i n och eftersom n &r en positiv delare i n s& ar n < o(n). En 16sning till ekvationen
o(n) = k dar k ar ett fixt positivt heltal maste dérfor uppfylla n < k. Ekvationen
o(n) = k har saledes ingen eller ett andligt antal 16sningar (antalet 16sningar dr < k).

Lat x vara ett heltal. Enligt definitionen av minsta gemensamma multipeln [a,b] av tva

heltal a och b s3 géller att [a,b] | z om och endast om a | z och b | z. I vart fall betyder det

att n'2 =1 (mod 72) fér ndgot n € Z om och endast om

n'2=1 (mod 8) _
{ n'2=1 (mod 9) ®
Det racker darfor att visa att (i) dr uppfyllt for alla heltal n som ar relativt prima med 72.
Enligt Eulers sats &r
n2=mH=m*®)P =1>=1 (mod 8)
for alla n € Z som &r relativt prima med 8, och
n?2=m%)?= 02 =12=1 (mod 9),
for alla n € Z som &r relativt prima med 9. Ett tal n som &dr relativt primt med 72 ar
naturligtvis relativt primt med bade 8 och 9 och uppfyller darfor (i).



(4) (a)

Kongruensen z2 + 2 = 0 (mod p) &r 16sbar om och endast om kongruensen z? = —

(mod p) losbar, vilket intréffar precis dd —2 ar en kvadratisk rest modulo p. Vi skall
foljaktligen visa att (_72) = 1 om och endast om p = 1,3 (mod 8). Observera att
(’72) = (’71)(%) = 1 precis da (’71) = (%) Genom att kombinera sats 4.6 och 4.8

foljer det saledes att (_72) =1 om och endast om

p=1 (mod4) och p=1,7 (mod38),

eller
p=3 (mod4) och p=3,5 (mod8y).

Eftersom p = 1 (mod 4) precis d& p = 1,5 (mod 8) och p = 3 (mod 4) precis d&
p = 3,7 (mod 8), s& har vi (32) = 1 precis da p = 1,3 (mod 8), vilket fullbordar
16sningen.

Kongruensen 2 = 3 (mod p) &r lésbar om och endast om (%) = 1. Enligt kvadratiska
reciprocitetssatsen géller

3\(p\ _ 1 om p=1 (mod 4), (if)
pJ\3) |-1 om p=3 (mod4).
Eftersom 1 &r den enda kvadratiska resten modulo 3 s& har vi
P\ _ 1 om p=1 (mod 3), (i)
3 -1 om p=2 (mod 3).

Tillsammans ger (ii) och (iii) att () =1 precis da

p=1 (mod4) och p=1 (mod3),
eller

p=3 (mod4) och p=2 (mod 3).
Eftersom 3 = —1 (mod 4), 2 = —1 (mod 3) och (3,4) = 1 sa foljer det att () =1
precis dd p = £1 (mod 12), vilket fullbordar 16sningen.

(5) Det finns inga losningar till

22° + =5 (mod 6). (iv)

Detta kan konstateras genom inséttning av = € {0,1,2,3,4,5}. En alternativ 16sning fés
genom att, via definitionen av minsta gemensamma multipel, sluta sig till att kongruensen
(iv) &r 16sbar om och endast om systemet

202 +2=5 (mod 3)
222 +2=5 (mod 2)

ar 16sbart. Multiplicerar vi den forsta ekvationen med 2 sa fas efter kvadratkomplettering
att en 16sning z till (iv) méste uppfylla

(x+1)?=2 (mod 3).

Ett sddant z existerar inte, ty 1 &r den enda kvadratiska resten modulo 3.



