Losningar till Flervariabelanalys i Naturvetarmatematik B, 2/6-05
1. (a) Nivakurvorna &r rita linjer
l—z+2y=0C
med C # 0.

(b) Funktionen vixer snabbast i gradientens riktning. Denna &r i sin tur ortogonal mot nivikurvorna
och har dérfor enligt (a) riktningen (—1,2) eller (1, —2). Kontroll i figurer till (a) visar att det &r
i (1,—2) den véxer i punkten (2,1). Man kan forstas ocksd direkt beridkna gradienten, eftersom
man dnda blir tvungen att gora det i (c).

(c) Vi har
fi=(0-z+2y) 2 och fj =2 (1 - +2y)>

Speciellt har vi da f;(2,1) = 1 och f;(2,1) = —2. Detta ger for gradienten grad f(2,1) = (1, -2).
Allmént géller for varje enhetsvektor v att

fl=v-grad f

I uppgiften skall vi ha v som den normerade gradienten. Detta ger f’(2,1) = |grad f(2,1)| = v/5.

(d) Vi deriverar vidare och far

fh=2-(1—ax+2y) ", fr =—4-(1-2+2) 2 och fIl, =8 (1—x+2y)

och alltsa
foe(2,1) =2, f,(2,1) = =4 och fy,(2,1) =8

Det stkta taylorpolynomet &r

2, D+122, ) (z=2)+£,(2, 1)(y—1)+% (fez(21)(x = 2)* +2£7,(2, 1) (x = 2)(y — 1) + f5,(2. 1) (y — 1)*)
det vill sidga
1+ (x—2)—2y—D+ (-2 -4z -2y -1 +4(y—1)*=1+2 -2y +2* — 4oy + 4y*

Man kan ocksa utnyttja utvecklingen

1
= 14t+ ...
T3 +t4t+

med t = x — 2y

2. D kan analytiskt beskrivas genom olikheterna 0 < 2z —y < 4 och 0 < 2z + y < 4. Eftersom dessutom
422 —y? = (2 — y)(2z + y) gor vi variabelsubstitutionen u = 2z — y, v = 2z +y. I dessa variabler kan
omradet beskrivas genom

E:0<u<4och0<wv<4

Vidare far vi funktionaldeterminanten

Detta ger
1
dudv =4dxdy dvs drdy = 1 dudv

Den sokta integralen dr da

//D\/mdxdyi//E\/ﬁdudvi</o4\/adu> : (/04\/17@) i(Eug/gK>26§1

Svar: 64/9



3. Med hjilp av kedjeregeln far vi
z
z

22, 4 2, = (2a+b) -z, + (2b — a) - 2,
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Vi har darfor

Nu viljer vi a =2 och b = 1, vilket ger 2z} + 2, = 5 2;, och alltsa i differentialekvationen

"

u

Detta &r ekvivalent med att z=h(v)=h(x-2y), dér h ar en godtycklig deriverbar funktion av en variabel.

Svar: z = h(xz — 2y), déar h ar en godtycklig deriverbar funktion av en variabel.

4. Genom att rikna ut div F

// div F dmdydzz/// (y + 22 +2*)dedydz
K K

dir K ar klotet x2 + 32 + 22 < 1. Vi infor sfiriska koordinater

x = rsinf cosy
y = rsinfsing som leder till dz dy dz = r?sind dr df dy
z = rcosb

Dérigenom far vi

/// (y2+z2+x2)da:dydz:/// r2-7‘2sin9drd9/// div F drdydzdyp
K K K

Eftersom integrationsomradet ar 0 <r <1,0 <6 <7, 0 < ¢ < 27 far vi alltsa

o 1 s 1 4
// divF drdydz =27 / rdr) - / sinfdf ) =2r--.2=""1
K 0 0 5 5

Svar: 4?’7

5. Med de givna uppgifterna ar d = y/x2 + y2 och den den totala utslappsméingden M gram uppskattas

med den generaliserade integralen
M = // 670"01d dx dy,
D

dir D ar hela planet. Vi infor koordinater x = rcos ¢, y = rsin ¢ som leder till att dzdy = rdr d¢
och later D,, vara cirkelskivan 22 + y2 < n?. Vi har da

n 2m
// e %0 gr dy = lim // ¢—001/a2 g2 g dy = lim (/ e 001 d¢> rdr
D n—oo D, n—0o0 Jo 0

vilket leder till .
M = lim 271'/ re 001 dp.
0

n— oo

Genom partiell integration har vi
/ re” 001 dp = [—100re"01] " + 100/ e 001 dr = —100ne™ %" + 100 [—-100e*0'"] 1
0 0

vilket ger
M = 200007 (1 — (1 + 0.01n)e ") — 200007

da n — oo.

Svar: Utsldppet uppskattas till 207 kg, dvs ca 63 kg.



6. Da z > 0 och y > 0 géller ju f(z,y) > 0. Eftersom f(0,0) = 0 har funktionen alltsd minsta virdet 0
och det antas i origo. Pa en linje 7 +y = a med a > 0 ir f(z,y) = (x + 3y%)e ™ = (a — y + y?)e @
. Den del av linjen som ligger i forsta kvadranten svarar mot 0 < y < a, sa vi underséker maximum
av g(y) = a — y + y? pa detta intervall. Eftersom ¢'(y) = 2y — 1 foljer att g har maximum i nagon
av dndpunkterna (Punkten y = 1/2 ger minimum om den ingér i intervallet. ) Vi har g(a) = a?
medan g(0) = a, sd om 0 < a < 1 &r g(0) storst, medan g(a) &r storst om ¢ > 1. For funktionen
f innebdr detta att pa ett linjestycke x + y = a i 1:a kvadranten #r funktionen storst i nagon av
dndpunkterna. Eftersom varje punkt i 1:a kvadranten ligger pa en sddan linje kan inte en punkt med
bade z > 0 och y > 0 ge ett storsta varde, det finns alltid punkter pa axlarna som ger storre virden.
Problemet ar dirigenom reducerat till att underséka hur stora funktionerna f(z,0) = ze™* = hy(z)
och f(0,y) = y%e™Y = hy(y) kan vara pa z > 0 respektive y > 0. Vi deriverar och far

Ry (z) = (1 —x)e™" respektive hh(y) = 2y —y?)e ¥ =y(2 —y)e ¥

Derivatornas teckenvéxlingar visar att @ = 1 respektive y = 2 ger funktionernas storsta virden. For
funktionen f(z,y) innebir detta att den har ett storsta viirde och att det &r det storsta av f(1,0) = e*
och £(0,2) = 4e~2. Eftersom 4 > e ér f(0,2) = 4e~2 storst.

Svar: Minsta viirde dr 0 och storsta 4e~2.

7. Kostnaden dr 2z + 3y + 4z kr, sd problemet dr att maximera U(z,y, z) = zyz da 2z + 3y + 4z = 180
och x,y,z > 0. Eftersom definitionsmingden dr sluten och begrinsad finns ett storsta virde och det
antas i en punkt dar z,y, z > 0, eftersom uppenbarligen inte U = 0 dr maximum. Vi kan da anvinda
Lagranges sats och vet att maximum antas i en punkt dir gradienterna far U och 2z + 3y + 4z ar
parallella. Eftersom gradienten for 2z + 3y + 4z dr (2,3,4) antas alltsi maximum i en punkt dar
gradU = \(2, 3,4) for nagot tal A. Detta ger

yz = 2\, xz = 3X och zy = 4\

vilket i sin tur ger
yz _ wz _xy

2 3 4
Eftersom x,y, z # 0 ger den forsta likheten att § = 5 och den andra att £ = % . Vi har déarfor

3y 3y
T =—ochz=—.
2 4

Eftersom vi dessutom skall ha 2z + 3y + 4z = 180 far vi
3y + 3y + 3y =180

och alltsa y = 20 som i sin tur leder till
Svar: x =30, y =20 och z =15
8. Lat P(z,y) = g(z)(z? — 3y?) och Q(z,y) = g(y)(y* — 3x?). Da ir integralen oberoende av viigen om
P, =@, dvs om
g(x) - (=6y) = g(y) - (—62)
Detta intraffar exempelvis for varje funktion g av formen ¢(¢) = kt déar k &r en konstant.

Eftersom integralen med saddana g dr oberoende av végen véljer vi I' = I'; + I'y dér I'; gar fran (-1,0)
till (1,0) langs a-axeln och T's gar fran (1,0) till (1,1) lings linjen = = 1.

Pa T’y 4r y = 0 och alltsa dven dy = 0 sa
1
/ P(z,y)de + Q(z,y)dy = / kxddx =0
Iy -1
medan vi pa I'; har x = 1 och dx = 0 och alltsa
! 1, 3, 1 3 5
P(z,y)de + Q(z,y)dy = / ky(y? —3)dy = k [y“ - yz} =k ( - ) =~k
Ty 0
Tar vi hir k = —4/5 sé far integralen vérdet 1.

Svar: Till exempel g(t) = —3t



