Tentamen i MAN410 Topologi, 030809, kl. 8.45-13.45. Inga hjalpmedel.

1. (8p) Lat G vara en topologisk grupp och lat A och B vara kompakta
delméngder till G. Definiera AB som méngden {ab : a € A,b € B}.
Visa att AB ar kompakt.

2. (14p) Lat X vara ett topologiskt rum och {z,}2°; vara en foljd i X.
Man siger att foljden &r konvergent om det finns ett element z € X
sadant att for varje 6ppen omgivning U till x finns ett ng sadant att
n > ng medfér att z, € U. Om detta giller skriver man z,, — .

(a) Visa att om X &dr Hausdorff géller att x,, — z och z, — y medfor
att z = y. Ge ett exempel som visar att detta inte nodviandigtvis
ar sant om X inte dr Hausdorff.

(b) Visa att om X &r kompakt sa har varje f6ljd en hopningspunkt.

(c) Visa att om X &r kompakt och metriskt sa ar X foljdkompakt, dvs
varje foljd har en konvergent delf6ljd.

(d) Visa att om X &r foljdkompakt och metriskt sa ar X totalt begrdin-
sat, dvs for varje € > 0 finns ett dndligt antal punkter z1, o, ..., 2,
sddana att | J,_, B(zx, €) = X.

(e) Antag att X ar foljdkompakt och metriskt. Visa Lebesgues lemma
for X, dvs att for varje 6ppen overtickning {Uy}aes finns € > 0
sadant att det for alla z € X finns ett o € I s att B(z,¢€) C U,.
Anvind sedan detta till att visa att X dr kompakt.

3. (10p) En delmingd A till ett topologiskt rum X séigs vara ingenstans
tat om A° = 0.

(a) Visa att A dr ingenstans tit om och endast om varje 6ppen icketom
méngd har en 6ppen icketom delmingd som ej skir A.

(b) Visa att for en sluten miangd A géller att A dr ingenstans tdt om
och endast om A° ar tit. Géiller detta dven om A ej &r sluten?

(c) Visa att om A ar sluten géller att 0A dr ingenstans tiat. Géller
detta om A ej ar sluten?

4. (8p) Lat SO(2) verka pa E? pa vanligt sitt. Vilket blir banrummet?
Visa att banrummet a&r homeomorft med ett annat “enkel beskrivet”
rum.



d.

(10p) Lat T vara ett trindrt trad, dvs en oédndlig graf utan cykler dir
varje nod har precis fyra grannar. Gor 7' (inklusive kanterna) till ett
enkelsammanhéngande topologiskt rum genom att infoéra en metrik som
ges av att tdnka sig att alla kanter har langden 1 och lata d(z,y) vara
langden av den unika kortaste vigen mellan « och y. Din uppgift ar att
definiera en gruppverkan av den fria gruppen med tva generatorer pa T’
sadan att banrummet blir homeomorft med tva cirklar med en gemen-
sam punkt och att argumentera for att detta bevisar att detta banrum
har just den fria gruppen med tva generatorer som fundamentalgrupp.

Telefonvakt under tentamen dr Yosief Wondmagegne som kan sdkas pa
telefon 0740-350646.

Efter skrivtidens slut finns forslag till 16sningar pa kursens hemsida.
Skrivningen beridknas vara fardigrittad fredagen den 13 juni. Vardagar efter
kl 14.00 kan man fa reda pa resultat pa telefon 7723509.

Lycka till! /Johan Jonasson

1.

2.

Losningar

Per definition av topologisk grupp ér produktoperationen, dvs funktio-
nen f(z,y) = zy, en kontinuerlig avbildning fran G x G till G. Nu &r ju
f(Ax B) = AB. Eftersom A och B ér kompakta dr A x B kompakt och
eftersom den kontinuerliga bilden av en kompakt méngd ar kompakt
giller att AB ar kompakt.

(a) Om X &r Hausdorff och z och y &r olika finns det 6ppna och
disjunkta méngder U > x och V 3 y. Eftersom alla utom &ndligt
manga x, ligger i U enligt definitionen av att z, — x kan hogst
andligt manga x,, ligga i V, en motségelse av att =, — v.

Ett exempel: Lat X vara den reella linjen med toplogin {(—o0, ) :
x € [—o0,00]}. Har géller att x,, — x medfor att z,, — y for alla
Yy >

(b) Antingen innehaller {z,} endast dndligt manga distinkta punkter,
varfér nagot element upprepas odndligt manga ganger, eller sa
innehaller {z,} o#dndligt ménga distinkta punkter och definierar
alltsa en oédndlig mingd A. Om A skulle sakna hopningspunkt
skulle det for varje x € X finnas en 6ppen omgivning U 3 x som
innehéller hogst en punkt i A. Familjen {U, : z € X} utgor



en Oppen Overtickning av X och kan tack vare att X ar kompakt
reduceras till en dndlig. Men denna &ndliga delévertackning skulle
da bara innehalla dndligt manga punkter i A, en motsigelse.

I fallet dar {x,} innehaller odndligt ofta upprepade punkter blir
varje sadan trivialt en konvergenspunkt fér en delfoljd, sa an-
tag att {z,} ej innehaller nadgon o#ndligt ofta upprepad punkt.
D& finns det enligt (b) en hopningspunkt z till foljden. Detta
betyder att det for varje positivt heltal £ finns ett forsta in-
dex ny sadant att z,, € B(z,1/k). De distinkta punkterna i
{zn,, k =1,2,3,...} utgor en delf6ljd som konvergerar till z.

Vilj en godtycklig punkt i X som z;. Om B(z1,€) = X ar saken
klar, i annat fall vilj en punkt z5 € X \ B(z1,¢). Om B(z1,€) U
B(zg,€) = X &r saken klar, i annat fall vdlj en punkt z3 € X —
(B(z1,€) U B(zg,¢€)). Fortsitt pa detta sitt dnda tills hela X &r
tackt av e-bollar; detta kommer att ske ty annars skulle vi erhalla
en f6ljd {z,} som saknar kovergent delfljd, en motsigelse mot
().

Kalla en boll B(z, r) stor om det inte finns nagot U, som innehéaller
B(z,r). Lat a = inf{r : 3z € X : B(xz,r) stor}. Det giller att
visa att a > 0. Antag att ¢ = 0. Da finns for varje n =1,2,... en
stor boll B(z,,, r,) med r,, < 1/n. Bilda en f6ljd {y,} genom att ur
varje sadan boll vilja ett element y,,. Eftersom X ar foljdkompakt
finns det en konvergent delf6ljd som konvergerar till nagot element
y. Nu finns det ju nagot o sadant att y € U, varfor det finns s > 0
sadant att B(y,s) C U,. Valj nu n sa stort att 1/n < s/4 och
sadant att d(y,,y) < s/2. Da géller att B(x,,r,) C B(y,s) C U,
vilket motséger att B(zy,r,) ar stor.

For att visa att X dr kompakt, 1at {U,} vara en 6ppen 6vertiackn-
ing och 14t € vara dess Lebesguetal. Enligt (c) kan X overtickas av
andligt manga e-bollar och varje sddan boll dr innehallen i nagon
U, varféor motsvarande U,:n utgor en dndlig delovertiackning.

Lat A vara ingenstans tét och lat Y vara en icketom 6ppen méngd.
Om A skulle skiira varje icketom 6ppen delméngd av Y skulle alla
punkter i Y vara hopningspunkter till A varfér det slutna holjet
av A iY blir just Y. Med andra ord A O Y och eftersom Y
ar oppen far vi A° D Y, en motsigelse. Om & andra sidan A



ej 4r ingenstans tit finns en 6ppen icketom mingd ¥ C A dvs
alla punkter i Y ar hp till A varfor A skir alla icketomma 6ppna
delméngder till Y.

(b) Att A &r sluten betyder att A = A. Om A #r ingenstans tit har
vi alltsd att A° = () vilket &r ekvivalent med A¢ = X. Slutsatsen
ar falsk om A ej ar sluten: tag X = R och A = Q. Da &r bade A
och A° tita.

(c) Det giller att 04 = AN A¢ = AN Ac. Antag att denna mingd har
en icketom 6ppen delméngd U. Eftersom U C A giller UNA¢ =)
varfor U N A¢ = (), en motsigelse. Resultatet dr falskt om inte A
ar 6ppen enligt samma motexempel som i (b).

4. Gruppen SO(2) bestar av alla 2 x 2 ortogonalmatriser med determinant
1, dvs alla matriser som vrider planet kring origo. For A € SO(2)
definieras verkan genom A(z) = Az. Tva punkter i planet ligger alltsa
i samma bana om den ena punkten kan vridas till den andra, dvs om de
tva punkterna ligger pa samma avstand fran origo. Banrummet bestar
foljaktligen av alla cirklar centrerade i origo. Skriv B for banrummet
och ¢, for cirkeln med centrum i origo och radie r. Det géller att
B &r homeomorft med EL och en homeomorfism f : B — EL ges
av f(c,) = r; f &r trivialt bijektiv och dess invers ges av g(r) = c¢,.
Att dessa #r kontinuerliga foljer &4 ena sidan av att fom : R2 — R,
avbildar x pa ||z||, en kontinuerlig avbildning, varfor f dr kontinuerlig
per definition av identifikationstopologin, och & andra sidan av att f~!
kan skrivas som 7o g dir g : Ry — R? ges av g(r) = 7.

5. Definiera en godtyckligt vald nod i tridet som rot och rita triadet i
planet med roten i origo och med alla kanter parallella med z- eller
y-axeln s& att det vid varje nod bildas ett kors. (Kanterna blir ko-
rtare ock kortare ju langre man kommer fran origo for att tridet ska fa
plats.) Kalla grannoden till origo rakt upp fér a och grannen rakt ner
for a~!, grannen till hoger fér b och den till vinster fér b1, Definiera
gruppverkan av < a,b > pa tridet genom att fran punkten x pa triadet
lata a(x) vara den punkt man kommer till om man gar férst fran z till
roten, darefter till a, varpa man translaterar tridet sa att ¢ hamnar
i origo och sedan gar den vig som skulle lett tillbaka fran roten till
z fast nu fran den “nya” roten. Definiera a=!(x), b(z) och b='(z) pa
motsvarande sitt. Detta specificerar en gruppverkan var banrum blir



tva cirklar som sitter ihop i en punkt och eftersom tridet ar enkel-
sammanhingande och verkan av alla icketriviala element flyttar varje
punkt minst ett steg, giller att fundamentalgruppen ar just < a, b >.



