Tentamen i MAN410 Topologi, 030602, kl. 8.45-13.45. Inga hjalpmedel.

1. (10p) Vilka av f6ljande par av topologiska rum &r homeomorfa? Vilka
har samma fundamentalgrupp? Motivera.

(a) Intervallet (0,1) och E!,

(b) Torusen R?/Z? och sfiren S?,
(¢) S\ {(0,0,1)} och E?,

(d) S* och E?\ {0},

(e) Mobiusbandet och cylindern.

2. (14p) Lat X vara ett topologiskt rum och {z,}22; vara en foljd i X.
Man séger att foljden ar konvergent om det finns ett element z € X
sadant att for varje 6ppen omgivning U till x finns ett ng sadant att
n > ng medfér att z, € U. Om detta géller skriver man z,, — .

(a) Visa att om X dr Hausdorff géller att z,, — x och z,, — y medfor
att z = y. Ge ett exempel som visar att detta inte nédvandigtvis
ar sant om X inte dr Hausdorff.

(b) Visa att om X &r kompakt s& har varje f6ljd en hopningspunkt.

(c) Visa att om X &r kompakt och metriskt sa ar X foljdkompakt, dvs
varje f6ljd har en konvergent delf6ljd.

(d) Visa att om X &r foljdkompakt och metriskt sa ar X totalt begrin-
sat, dvs for varje € > 0 finns ett dndligt antal punkter z1, o, ..., 2,
sddana att | J,_, B(zg, €) = X.

(e) Antag att X ar foljdkompakt och metriskt. Visa Lebesgues lemma
for X, dvs att for varje 6ppen overtickning {U, }aer finns € > 0
sadant att det for alla z € X finns ett o € I s att B(z,¢) C U,.
Anvind sedan detta till att visa att X ar kompakt.

3. (8p) Lat X vara ett topologiskt rum och Y ett delrum av X. Lat A
vara en delméingd av Y och skriv A% respektive AY for det inre av A
sedd som delméngd av X respektive Y. Visa att A C AY- och ge ett
exempel som visar att de tva kan vara olika.



4. (10p) Ett topologiskt rum X séga vara sekunddrt upprikneligt om det
finns en uppriknelig bas for topologin. Man siger att X ar separabelt
om det finns en uppriknelig tit delméngd. Visa att ett sekundirt
upprékneligt rum alltid ar separabelt. Visa ocksa att ett separabelt
metriskt rum ar sekundart upprikneligt. Ge ett exempel pa ett rum
som ar separabelt men inte sekundért upprakneligt.

5. (10p)

(a) Ange en gruppverkan av Z pa E! x [0,1] sddan att banrummet
E! x [0,1]/Z blir ett Mobiusband. Vad séiger detta om fundamet-
algruppen for Mébiusbandet?

(b) Ange en gruppverkan av Z, (dvs heltalen modulo 2) pa torusen
sadan att banrummet blir en cylinder. Vad séger detta om fun-
damentalgruppen for cylindern?

6. (8p) Lat SO(2) verka pa E? pa vanligt sitt. Vilket blir banrummet?
Visa att banrummet &r homeomorft med ett annat “enkel beskrivet”
rum.

Telefonvakt under tentamen ar Iulia Pop som kan sokas pa telefon 0740-
350646.

Efter skrivtidens slut finns forslag till 16sningar pa kursens hemsida.
Skrivningen berdknas vara fardigrittad fredagen den 13 juni. Vardagar efter
kl 14.00 kan man fa reda pa resultat pa telefon 7723509.

Lycka till! /Johan Jonasson
Lésningar

1. (a) Homeomorfa. En homeomorfism frén (0,1) till E* ges till exempel
av f(z) = tanm(z — 3). Saledes har de tvi rummen &ven isomorfa
fundamentalgrupper.

(b) Ej homeomorfa; torusen har fundamentalgrupp Z? medan sfiren
har trivial fundamentalgrupp.

(c) Homeomorfa via stereografisk projektion.

(d) De bada rummen &r av samma homotopityp och har saledes iso-
morfa fundamentalgrupper. De &r dock inte homeomorfa; cirkeln
ar kompakt till skillnad fran E? \ {0}.



(e)

(a)

Av samma skél som i (d) har rummen isomorfa fundamentalgrup-
per, men de dr inte homeomorfa; Mobiusbandet har till skillnad
fran cylindern sammanhéngande rand.

Om X &ar Hausdorff och x och y ar olika finns det 6ppna och
disjunkta mangder U > = och V' 3 y. Eftersom alla utom andligt
manga x, ligger i U enligt definitionen av att z, — x kan hogst
andligt manga x,, ligga i V', en motsigelse av att x,, — y.

Ett exempel: Lat X vara den reella linjen med toplogin {(—o0, z) :
r € [—o0,00]}. Hér giller att z,, — x medfér att z,, — y for alla
Yy 2>

Antingen innehaller {z,} endast dndligt manga distinkta punkter,
varfor nagot element upprepas odndligt manga ganger, eller sa
innehaller {z,} oédndligt méanga distinkta punkter och definierar
alltsa en oédndlig mingd A. Om A skulle sakna hopningspunkt
skulle det for varje x € X finnas en 6ppen omgivning U > = som
innehaller hogst en punkt i A. Familjen {U, : z € X} utgor
en oppen overtickning av X och kan tack vare att X ar kompakt
reduceras till en dndlig. Men denna &ndliga delévertackning skulle
da bara innehalla dndligt manga punkter i A, en motsigelse.

I fallet dar {x,} innehaller odndligt ofta upprepade punkter blir
varje sadan trivialt en konvergenspunkt for en delf6ljd, sa an-
tag att {z,} ej innehaller nadgon o#ndligt ofta upprepad punkt.
D4 finns det enligt (b) en hopningspunkt z till f6ljden. Detta
betyder att det fér varje positivt heltal £ finns ett forsta in-
dex ny, sadant att z,, € B(z,1/k). De distinkta punkterna i
{Zn,, k =1,2,3,...} utgdr en delf6ljd som konvergerar till z.

Vilj en godtycklig punkt i X som z;. Om B(x,¢) = X ar saken
klar, i annat fall vilj en punkt zo € X \ B(z1,€¢). Om B(zq,¢) U
B(xs9,€) = X &r saken klar, i annat fall vilj en punkt z3 € X —
(B(z1,€) U B(zg,¢€)). Fortsitt pa detta sétt dnda tills hela X &r
tackt av e-bollar; detta kommer att ske ty annars skulle vi erhalla
en f6ljd {z,} som saknar kovergent delfljd, en motsigelse mot
().

Kalla en boll B(z, r) stor om det inte finns nagot U, som innehaller
B(z,r). Lat a = inf{r : 3z € X : B(z,r) stor}. Det giller att
visa att @ > 0. Antag att ¢ = 0. Da finns for varje n =1,2,... en



stor boll B(z,,r,) med r, < 1/n. Bilda en foljd {y,} genom att ur
varje sadan boll vilja ett element y,,. Eftersom X ar foljdkompakt
finns det en konvergent delf6ljd som konvergerar till nagot element
y. Nu finns det ju nagot a sadant att y € U, varfor det finns s > 0
sadant att B(y,s) C U,. Valj nu n sa stort att 1/n < s/4 och
sadant att d(y,,y) < s/2. Da géller att B(x,,r,) C B(y,s) C U,
vilket motséger att B(x,,r,) ir stor.

For att visa att X dr kompakt, 1at {U,} vara en 6ppen 6vertiackn-
ing och 14t € vara dess Lebesguetal. Enligt (c) kan X overtickas av
andligt manga e-bollar och varje sadan boll dr innehallen i nagon
U, varfér motsvarande U,:n utgor en dndlig delévertickning.

3. Per definition ar
A%zU{UgA:UéppeniX}

och
%:U{UQA:UéppeniY}.

Eftersom A C Y ar alla U i de tva definitionerna ocksa delméngder av
Y, vilket per definition av delrumstopologin betyder att U &r éppen i
Y sa fort U &r 6ppen i X vilket ger den 6nskade inklusionen.

Ett exempel: Lat X =R, Y =Q och A =Y. Da ar det inre av Ai X
tomt medan det inre av A 1Y trivialt ar A.

4. Antag att X ar sekundart upprikneligt och lat By, By, Bs, ... utgora
en uppraknelig bas. Bilda mangden A genom att ta ett element z, ur
varje B,. Da blir A tit ty varje oppen méngd U innesluter ett B, som
i sin tur innehéaller elementet z,, i A.

For ett exempel pa ett separabelt men icke sekundért uppréakneligt rum,
lat X vara rella linjen férsedd med den coédndliga topologin, dvs dér en
mangd dr 6ppen om den antingen ar tom eller om dess komplement &r
andligt. Da ar varje odndlig méngd tit, varfor X ar separabelt, men for
en godtyckliga uppréiknelig familj av 6ppna méangder, Uy, Us, .. ., skriv
U; = X \ 4; dér A; ar dndlig. Da ar |J; A; uppréknelig varfor det finns
ett element x € X \ (|J; A;). Den 6ppna méngden X \ {z} kan da inte
innesluta nagon U;. Alltsa dr X inte sekundért upprikneligt.



5. (a) En sokt gruppverkan ges av

n(z,y) = (z+1,(-1)"y+ (- (1 -y)).

Eftersom E! x [0,1] &ir enkelsammanhiingande och denna verkan
ar sadan att det for varje (z,y) finns en 6ppen omgivning U till
denna punkt sddan att n(U) NU = @ for alla n # 0 giller det att
fundamentalgruppen for Mobiusbandet blir just Z.

(b) Bédda till exempel in torusen i E* genom att rotera cirkeln (z —
3)2+2% = 1 ett varv runt z-axeln och definiera gruppverkan genom
att lata 1(z,y,2) = (x,—y,2). Eftersom torusen inte ar enkel-
sammanhingande kan inte detta siga nagonting om cylinderns
fundamentalgrupp.

6. Gruppen SO(2) bestar av alla 2 x 2 ortogonalmatriser med determinant
1, dvs alla matriser som vrider planet kring origo. For A € SO(2)
definieras verkan genom A(z) = Az. Tva punkter i planet ligger alltsa
i samma bana om den ena punkten kan vridas till den andra, dvs om de
tva punkterna ligger pa samma avstand fran origo. Banrummet bestar
foljaktligen av alla cirklar centrerade i origo. Skriv B fér banrummet
och ¢, for cirkeln med centrum i origo och radie r. Det giller att B
dr homeomorft med EL och en homeomorfism f : B — EL ges av
f(c;) = r; f ar trivialt bijektiv och dess invers ges av f1(r) = c,.
Att dessa #r kontinuerliga foljer & ena sidan av att fom : R2 — R,
avbildar x pa ||z||, en kontinuerlig avbildning, varfor f dr kontinuerlig
per definition av identifikationstopologin, och & andra sidan av att f~!
kan skrivas som 7o g dir g : Ry — R? ges av g(r) = r.



