Tentamen i MAN410 Topologi, 040601, kl. 8.45-13.45. Inga hjalpmedel.

1. (8p) (Cantors skirningssats.) Antag att X ar ett kompakt metriskt rum
med metriken d. For en mingd A C X, 1at d(A) = supy yead(z,y).

Antag att Ay, Ay, Az, ... ar en avtagande f6ljd av slutna méingder sa-
dana att d(A,) L 0 d& n — oo. Visa att N, A, innehaller exakt en
punkt.

2. (8p) Ett topologiskt rum kallas for ett 7j-rum om det for alla z,y € X
giller att det finns 6ppna omgivningar U och V till x respektive y
sadana att y ¢ U och x ¢ V.

(a) Visa att varje Hausdorffrum ar ett 77-rum.

(b) Visa att X &r ett 7j-rum om och endast om {z} ar sluten for alla
z € X.

(c) Ge ett exempel pa ett topologiskt rum som &ar 7; men inte Haus-
dorff.

(d) Ge ett exempel pa ett topologiskt rum som inte dr 77, men som
anda ar Ty, dvs for alla par av distinkta punkter har minst en av
dem en 6ppen omgivning som inte innehaller den andra.

3. (10p) Lat X och Y vara topologiska rum och lat f : X — Y vara en
kontinuerlig funktion.

(a) Antag att A C X. Visa att f|A: A — Y &r kontinuerlig.

(b) Visa att f : X — f(X) ar kontinuerlig.

(c) Antag att f dr en homeomorfi och att A C X. Visaatt f|[A: A —
f(A) &r en homeomorfi.

(d) Lat A = Z och B = {0,1,—1,1/2,~1/2,1/3,-1/3,...}. Visa
att E' \ A och E' \ B ar homeomorfa, men att A och B inte dr
homeomorfa.

4. (8p) Definiera foljande mingder i B2: A = {z : 1 < ||z|| < 2}, L, =
{(21,0) : =3 < z; < =2}, Ly = {(21,0) : =1 < z; <0}, Ly = {(z41,0) :
2 <z <3}. Visaatt AUL; ULz och AU Ly U L3 inte &r homeomorfa.

5. (6p) Lat G vara en graf med nodméngd V. En bijektiv funktion f :
V' — V kallas for en automorfi om det géller for alla x,y € V att x och
y ar grannar i G om och endast om f(u) och f(v) &r grannar i G.



(a) Definiera Aut(G) som méangden av alla automorfier pa V. Visa
att Aut(G) &r en grupp.

Man séger att grafen G ar transitiv om verkan av Aut(G) pa V é&r
transitiv.

Lat nu H vara en grupp och antag att S ar en dndlig delméngd av H
saddan att S = S~! och H =< S >. Konstruera en graf G genom att
lata H vara dess nodméngd och lata z,y € H vara grannar om det
finns ett element s € S sadant att x = ys. (G kallas for en Cayleygraf
till H.)

(b) Visa att G &r transitiv.

(c) Ange en delgrupp till Aut(G) sadan att stabilisatorn till varje nod
ar trivial.

6. (10p) (En del av klassificeringssatsen for ytor.) Betrakta foljande fyra
ytor: (a) sfiren, (b) sfiren med ett hal ersatt med ett M&biusband,
(c) sfiren med tva hal ersatta med Moviusband, (d) sfiren med ett
handtag (dvs torusen). Ange dessa ytors fundamentalgrupper (och
dra hérav slutsatsen att de alla dr ickehomeomorfa.) Tips: Ytan (b)
ar homeomorf med rummet man far genom att identifiera antipoda
punkter pa sfiren.

Telefonvakt under tentamen &r Anna Nystrom som kan sokas pa telefon
076-2186654.

Efter skrivtidens slut finns forslag till l6sningar pa kursens hemsida.
Skrivningen berdknas vara fardigrattad fredagen den 12 juni. Vardagar efter
kl 14.00 kan man fa reda pa resultat pa telefon 7723509.

Lycka till! /Johan Jonasson
Losningar

1. Pa grund av att d(A,) | 0 4r det uppenbart att snittet av alla A,:na
inte kan innehalla mer &n en punkt, s det ricker att visa att snittet
inte ar tomt.

Vilj nu, for varje n, en punkt z, € A,. Eftersom X &r kompakt
har varje delfoljd till foljden {z,} en konvergent delf6ljd och eftersom



2.

d(A,) | 0 géller att varje konvergent delf6ljd méaste konvergera mot
samma element, z. Saledes giller att z,, — x. (Att x, — z betyder
att for alla 6ppna omgivningar U till z finns ett index ng sa att n > nyg
medfor att x, € U. Elementet x &r en hopningspunkt till f6ljden eller
ett odndligt ofta upprepat element.) Fixera nu n och 1at U vara en
Oppen omgivning till z. Da finns ett index N > n sadant att x,, € U
for alla m > N, speciellt xy € U. Med andra ord skir U méngden Ay
och diarmed ocksa A,,. Detta giller for alla omgivningar U sa = ar en
hopningspunkt till A, och eftersom A, ar sluten giller da att z € A,,.
Eftersom n var godtyckligt vald fungerar resonemanget fér alla n och
darmed giller att x € N, A,.

(a) Lat z och y vara tva distinkta punkter i ett Hausdorffrum. Per def-
inition av Hausdorffegenskapen finns disjunkta ppna omgivningar
U och V till x respektive y, varfor ¢ V och y ¢ U.

(b) Antag forst att X ar 77, tag x € X och y € {z}°. Per definition av
T -egenskapen finns en 6ppen omgivning V' till y sadan att = ¢ V,
dvs V C {z}¢. Detta visar att {z}¢ dr 6ppen och didrmed att {z}
ar sluten. Om & andra sidan alla enpunktsméngder dr slutna och
x # y ar {y}° respektive {z}° 6ppna omgivningar till = respektive
y som bekriftar 77-egenskapen.

(c) Lat X vara vilken odndlig méngd som helst med den ko#ndliga
topologin.

(d) Lat X vara den reella linjen forsedd med topologin bestaende av
#, X och alla méngder av typen (z,00), x € R.

(a) Lat U vara éppen i Y. D4 ar (f|A)"'(U) = An f~1(U) som &r
Ooppen i A.

(b) Lat U vara 6ppen i f(X), dvs U = V N f(X) dar V &r 6ppen i
Y. Daar f7HU) = (V)N X)) = fTH(V)NX = f7HV)
som ar oppen.

(c) Eftersom f|A uppenbarligen &r bijektiv géller det att kolla att
f|A och (f|A)~" ar kontinuerliga. Men enligt (a) ir f[A: A > Y
kontinuerlig s& enligt (b) &r f|A : A — f(A) kontinuerlig. Ett
helt analogt resonemang bekriftar att f~! #r kontinuerlig.

(d) Funktionen f(z) = 1/x &r en homeomorfi fran E! \ {0} till sig
sjilvt, varfor f|E' \ A:E'\ A — E' \ B ir en homeomorfi enligt



(c). Att A och B inte &r homeomorfa foljer av att B till skillnad
fran A ar kompakt.

4. Forst visar vi att en homeomorfi h: AU L; UL — AU Ly U L3 maste
avblida A pa A. Detta foljer av att om a &r en punkt i A\ (L; U L3)
som avbildas pa ett linjesegment, finns en boll centrerad i a vars snitt
med A dr en skiva eller homeomorft med en halvskiva och sadan att
restriktionen av A till detta omrade dr en homeomorfi mellan omradet
och ett linjesegment. Men om man plockar bort en inre punkt fran
linjesegmentet och motsvarande punkt i omradet far man da en home-
omorfi fran ett sammanhidngande rum till ett icke sammanhéingande
rum, en motsigelse.

Saledes ar restriktionen av h till A en homeomorfi fran A till A och
som sadan maste h avblida A’s rand pa sig sjalv. Utan att inskrinka
allméngiltighten kan vi anta att A avbildar den inre cirkeln, C}, pa
sig sjilv och den yttre cirkeln, Cs, pa sig sjdlv. Men da giller ju att
h(Ly UCyU L) = Ly U Cy U Ly, dvs h avblidar en sammanhéngande
mand pa en icke sammanhédngande méangd, vilket motsager att h dr en
homeomorfi.

5. Gruppoperationen dr sammanséttning och 1y ar enhetselement. Det ar
uppenbart att sammanséttningen av tva automorfier dr en automorfi
och eftersom f &r bijektiv existerar f~!, som ocks& dr en automorfi,
och saledes ar invers dven i gruppmening.

Att Cayleygrafen G ar transitiv foljer av att vinstermultiplikation med
ett godtyckligt men fixt element v € H utgor en automortfi, ty r = ys
om och endast om ux = wys, och z avbildas pa y via vanstermulti-
plikation med yz~!. Om man betraktar delgruppen som fas just via
vanstermultiplikation med element i H finner man att det enda element
som avbildar z pa sig sjilvt ar e.

6. Sfiren har trivial fundamentalgrupp; for ett bevis observerar man att
sfaren kan skrivas som en union av tva Oppna enkelsammanhingande
mangder vars snitt dr bagvis sammanhéngande.

Sfiren med ett handtag, dvs torusen, ir homeomorf med S* x S* och har
diarmed fundamentalgrupp Z x Z. (Alternativt: Torusen uppstar som
banrum till verkan av Z x Z pa E? given av (m, n)(z,y) = (z+m,y+n).
Eftersom E? #r esh och varje icketrivialt flyttar pa en given punkt en



stricka som ar minst 1, blir fundamentalgruppen fér banrummet just
Z x 7.)

Sfaren med tva Mobiusband ar homeomorf med Kleinflaskan och upp-
star som banrum till verkan av gruppen H =< t,u : tut = u > pa E?
given av t(x,y) = (z + 1,y) och u(z,y) = (1 — z,y + 1). Fundamental-
gruppen ar alltsd H (som i sin tur dr isomorf med < a,b : a? = b* >).

Sfaren med ett Mobiusband uppstar enligt uppgift som banrum till
verkan av Z, pa S? given av 1(z) = —z. Eftersom sfiren #r enkel-
sammanhéngande dr fundamentalgruppen just Z,. (Detta dr intuitivt
klart: En sluten viag som gar ett jimnt antal varv runt Mobiusban-
det &r homotop med en slinga som foljer bandets randcirkel ett helt
antal varv. Denna slinga kan foras ut pa “sfardelen” av ytan och dar
kontraheras till en enda punkt.)



