Tentamen i MAN410 Topologi, 040807, kl. 8.45-13.45. Inga hjalpmedel.

1. (8p) Lat X vara ett topologiskt rum och definera f : X — X x X
genom att sitta f(z) = (z,z). Visa att f dr kontinuerlig och att X ar
Hausdorff om och endast om f(X) &r sluten.

2. (8p) Lat f : E' — E! vara kontinuerlig. Visa att mingderna {z :
f(z) ==z} och {z: f(x) =0} ar slutna.

3. (8p) Antag att X och Y &r tva homeomorfa lokalkompakta Hausdorf-
frum. Visa att dven deras enpunktskompaktifieringar &r homeomorfa.
Ge ocksa exempel pa tva lokalkompakta Hausdorffrum som &r icke-
homeomorfa men vars enpunktskompaktifieringar &nda ar homeomorfa.

4. (8p) Definiera foljande méngder i E*: A = {z : 1 < |jz|]| < 2}, L, =
{(21,0) : =3 <@y < =2}, Ly = {(21,0) : =1 <21 <0}, Ly = {(1,0) :
2 <z, <3}. Visaatt AUL; ULz och AU Ly U Ly inte dr homeomorfa.

5. (8p) Lat X vara ett kompakt Hausdorffrum och en grupp och antag att
avbildningen (x,y) — zy ar kontinuerlig. Visa att X &r en topologisk
grupp. Tips: Betrakta avbildningen (z,y) — (zy,y) fran X x X till
X x X.

6. (10p) Visa att foljande par av topologiska rum &r ickehomeomorfa:

(a) Enhetsskivan och enhetsskivan minus enhetscirkeln (i E2.)
(b) Mébiusbandet och cylindern.
(c) Enhetscirkeln och annuluset {z € E? : 1 < ||z|| < 2}.
(d) E? och E3.
)

(e) Enhetscirkeln och intervallet [0, 1].

Telefonvakt under tentamen ar ?? som kan sokas pa telefon 076-2186654.

Efter skrivtidens slut finns forslag till 16sningar pa kursens hemsida.
Skrivningen berdknas vara firdigrattad fredagen den 20 augusti. Vardagar
efter kl 14.00 kan man fa reda pa resultat pa telefon 7723509.

Lycka till! /Johan Jonasson

Losningar



1. For att visa kontinuitet riicker det att visa att f~(U x V) ér 6ppen da
U och V ar 6ppna i X, och

FFUOXxV)=fF (U xY)N(XxV)=UNnV

som ar oppen.

Antag sedan att diagonalen f(X) &r sluten och att z och y ar tva dis-
tinkta punkter i X. Eftersom f(X) &r sluten finns det en omgivning
W till (z,y) i X x X som inte skiir f(X). Per definition av produkt-
topologin finns det da 6ppna omgivningar U och V' till z respektive y
sadana att U x V C W. Eftersom W ej skir f(X) maste U och V vara
disjunkta och darmed ar det visat att X ar Hausdorff.

For att visa det omvinda, antag att X dr Hausdorff och antag att « och
y ar tva distinkat punkter i X. Det géller att visa att (z,y) inte &r en
hopningspunkt till f(X). Eftersom X &ar Hausdorff finns det disjukta
oppna omgivningar U och V till z respektive U. Dar ar U x V' en 6ppen
omgivning till (z,y) som ej skir f(X). Saken &r klar.

2. Méngden {z : f(z) = 0} kan skrivas som f~!({0}), dvs inversa bilden
av en sluten mingd, och ar darmed sluten tack vare f’s kontinuitet.

Funktionen g given av g(z) = f(x) — z &r differensen av tva kontin-
uerliga funktioner och ddrmed kontinuerlig. Eftersom {z : f(z) =z} =
{z : g(x) = 0} foljer slutenheten av vad som nyss visats.

3. Lat X och Y vara tva lokalkompakta Haudorffrum och f: X — Y en
homeomorfi. Betrakta nu de tva rummens enpunktskompaktifieringar
X" och Y’ och kalla den ”extra” punkten i vardera rum for p respektive
g. Utvidga f genom att lata f(p) = ¢. For att visa att f &r en
homeomorfi ricker det att visa att f(U) och f~1(V) #r éppna i YV’
respektive X’ da U och V ar 6ppna omgivningar till p respektive q.
Men U kan per definition av topologin pa X' skrivas som {p} U (X \ K)
dar K ar kompakt. Alltsa far vi f(U) = {¢}U (Y \ f(K)) som &r 6ppen.
Analogt med den inversa bilden.

4. Forst visar vi att en homeomorfi h: AU L UL3 — AU Ly U L3 maste
avblida A pa A. Detta foljer av att om a &r en punkt i A\ (L; U L3)
som avbildas pa ett linjesegment, finns en boll centrerad i a vars snitt
med A &r en skiva eller homeomorft med en halvskiva och sadan att



6.

restriktionen av A till detta omrade ar en homeomorfi mellan omradet
och ett linjesegment. Men om man plockar bort en inre punkt fran
linjesegmentet och motsvarande punkt i omradet far man da en home-
omorfi fran ett sammanhidngande rum till ett icke sammanhéingande
rum, en motsigelse.

Saledes ar restriktionen av A till A en homeomorfi fran A till A och
som sadan maste h avblida A’s rand pa sig sjalv. Utan att inskrdnka
allmingiltighten kan vi anta att h avbildar den inre cirkeln, C, pa
sig sjdlv och den yttre cirkeln, Cs, pa sig sjdlv. Men da giller ju att
h(Ly UCyU L3) = Ly U Cy U L, dvs h avblidar en sammanhéngande
ménd pa en icke sammanhingande méngd, vilket motsiger att A dr en
homeomorfi.

Det giller att visa att invertering utgdér en kontinuerlig avbildning.
Avbildingen (z,y) — (xy,y) ar kontinuerlig och bijektiv. Eftersom
X x X ar kompakt Hausdorff dr dessutom avbildingens en homeo-
morfi. Speciellt giller att inversen ar kontinuerlig. Men inversen avbil-
dar (z,y) pa (zy ', y). Koordinatavbildningen (z,y) — zy ' blir da
automatiskt kontinuerlig och for varje fixt = blir avbildingen y — zy*
da ocksa kontinuerlig. Fixera nu bara x till e och saken ar klar.

(a) Enhetsskivan dr kompakt till skillnad fran vad den ar utan sin
randcirkel.

(b) De tva rummen har ickehomeomorfa rénder.

(c) Om f vore en homeomorfi och x och y &r tva distinkta punkter
pa enhetscirkeln C' skulle restriktionen av f till C'\ {z,y} vara en
homeomorfi mellan ett icke-sammanhingande rum och ett sam-
manhingande rum, en motsigelse.

(d) Med en punkt borttagen far E* fundamentalgrupp som C medan
bortplockandet av motsvarande punkt i E? resulterar i ett enkel-
sammanhéingande rum.

(e) Olika fundamentalgrupper.



