Tillagg om 6ppna mangder och kontinuitet

Den 6ppna bollen med radie> 0 runt p € R™ &r

Be(p) ={q €R"|[p—q| <€}
En delmangd/ C R™ ar éppen (i R™) om det till varjep € V finnse sd attB.(p) C V.
Exempel. Bollen B.(q) ar 6ppen: lap € B.(q) och satt¢’ = ¢ — |p — ¢|. Triangelolikheten ger nu

attomr € Bu(p), sd galler|r — q| < |r —p|+ |p — q| < €. Detta ger attB./(p) C Be(q), S& Bc(q)
ar dppen. O

Av definitionen foljer genast:

Lemmal. Om V;,i € I ar oppna, sd dr | J,c; Vi och V; N'V; éppna.

Lemma 2. Lat V vara en delméingd till R™. Foljande ér ekvivalent:

1. 'V dr oppen,
2. 'V dren union av bollar.

Bevis. Antag 1). Runt varjep € V finns en boll innehallen V och V' &ar unionen av dessa.
Antag nu 2). Varje boll & 6ppen och en union av bollar &r darmed 6ppen enligt Lemma 1. O

Lat nu S C R”™ vara en godtycklig méangd. En delmangid C S aréppeni S om det finns 6ppen
mangdV i R?, sd attWW = V N S. Ett koordinatomradex(U) pa en reguljar ytaS C R3 &r t.ex
OppenisS.

Godtyckliga unioner och andliga snitt av dppna mangder ar éppna.

Lemma 3. For en delmidngd W C S dr foljande ekvivalent:

1. W éaréppeni S,
2. Forvarje p € W finnsett e > 0, sdatt SN B.(p) CW.

Bevis. Antag 1) och latV’ C R”™ vara en 6ppen mangd sd &t =V N S. Till p € W finnse > 0
sa attB.(p) € V och vi far
B(p)NSCVNS=W.

Antag nu 2) och valj for varjep € W ett e(p) > 0, s& attS N B, (p) € W. L&tV C R" vara
uninonen av alla bollaB, ) (p), p € W.DaarV 6ppeniR™ ochV' NS =W. O

En funktion f : S; — So, dé&rS; C R™ och Sy C R™ ar kontinuerlig i p € S; om det till varje
e > 0 finns ettd > 0, sa att

f(Bs(p) N S1) € Be(f(p))(NS2) -

En 6ppen mangd/ c S som innehdllerp € S kallas for (6ppen)mgivning av p. Vi far nu en
ekvivalent definition av kontinuitet: en funktiofi : S; — Sy, ar kontinuerlig i p € S; om det till
varje omgivningV C Se av f(p) finns en omgivningy C S; avp saattf(U) C V.

Funktionenf &r kontinuerlig om den &r kontinuerlig i varje € S;. Av definitionen foljer att en re-
striktion av en kontinuerlig funktion &r kontinuerlig. Det &r ingen konst att visa att en sammansattning
av tva kontinuerliga funktioner ar kontinuerlig.



Lemma 4. Antag att f : S; — So. Foljande ar ekvivalent:

1. f d&r kontinuerlig,
2. for varje 6ppen méingd W C Sy édr f~1(W) éppeni Sy.

Bevis. Antag 1) och IatWW C S, vara oppen. Tag € f~1{(W), d.v.s ettp € Sy, saddant att
f(p) € W. Kontinuitet av f ger nu en omgivning/ avp med f(U) Cc W,saU C f~Y{(W). Av
Lemma 3 foljer attf —1 (W) &ar dppen.

Antag 2) och atip € S;. L&t V vara en omgivning ay (p). D& arU = f~(V) en 6ppen omgivning
avp med f(U) C V. Detta ger kontinuiteten ay i p € S . O

Lemma 5. Antag att x : U — S dr en lokal parametrisering av den reguljira ytan S C R3 och att
Uy ér en oppen delméngd till U . DA ér restriktionen x| : Uy — S ocksd en lokal parametrisering.

Bevis. Avbildningen x, ar restriktion av en kontinuerlig glatt bijektion till en 6ppen delmangd och
har darfér samma egenskaper. Efterso) " = (x~!)| ar den kontinuerlig. Eftersonix, = dx,,
néar q € Uy ar den injektiv.

Det aterstdr att visa att|(Uy) = x(Up) &r 6ppen iS. Menx(Up) = (x)~'(Uy) som &r éppen b
enligt lemma 4. d

Kontinuitet av funktioner med godtycklig definitionsméangd.

Do Carmo har en egen definition av vad det betyder att en funktiod — R, dar A ar en godtycklig
delméngd tillR™, &r kontinuerlig:

Definition. Funktionen f &r kontinuerlig om det finns en 6ppen médngd U O A och en kontinuerlig
funktion f : U — R som restringerar till f pd A, d.v.s f = fi4.

Den vanliga (ortodoxa) definitionen &r:

Definition. Funktionen f &r kontinuerlig i p € A om det till varje ¢ > 0 finns ett 6 > 0, sa att
f(Bs(p) N A) C Be(f(p))-

Man inser genast att orfi ar kontinuerlig i Do Carmos mening, sa ar den ortodoxt kontinuerlig. Men
féljande exempel visar att omvandingen inte géller i allmanhet:

Exempel. Lat A C R varaA = {0} UJ;2,(1/(i + 1),1/i) och satt

0 om =0

f(flf)—{ 1/i om =z e (1/(i+1),1/i)

D4 ar f uppenbart (ortodoxt) kontinuerlig i varje punk{i/(i + 1),1/i), men ocksa i 0, eftersom
f(x) — 0, ndrz — 0+. A andra sidan kary inte utvidgas till en kontinuerlig funktion p& en 6ppen
mangd som innehélled. En sddan skulle namligen innehalla en omgivning till 0 och darmed alla
(1/(i + 1),1/4) narq ar tillrackligt stort. Eftersom restriktionen ay till (1/(i +2),1/(i +1)) U
((1/(i + 1), 1/i) saknar kontinuerlig utvidgning til{1/(i + 2),1/i) &r existensen ay i Do Carmos
definition utesluten.

| kursen kommer vi framgent att anvanda den vanliga definitionen av kontinuitet. Det innebéar att de
tva sista raderna i punkt 2 i definitionen av en reguljar yta (definition 1 sidan 52) bor strykas.



