
Tillägg om öppna mängder och kontinuitet

Den öppna bollen med radieε > 0 runt p ∈ R
n är

Bε(p) = {q ∈ R
n | |p − q| < ε} .

En delmängdV ⊆ R
n är öppen (i R

n ) om det till varjep ∈ V finns ε så attBε(p) ⊆ V .

Exempel. Bollen Bε(q) är öppen: låtp ∈ Bε(q) och sättε′ = ε − |p − q| . Triangelolikheten ger nu
att omr ∈ Bε′(p) , så gäller|r − q| ≤ |r − p| + |p − q| < ε . Detta ger attBε′(p) ⊆ Bε(q) , såBε(q)
är öppen. �

Av definitionen följer genast:

Lemma 1. Om Vi, i ∈ I är öppna, så är
⋃

i∈I Vi och Vi ∩ Vj öppna.

Lemma 2. Låt V vara en delmängd till R
n . Följande är ekvivalent:

1. V är öppen,
2. V är en union av bollar.

Bevis. Antag 1). Runt varjep ∈ V finns en boll innehållen iV och V är unionen av dessa.
Antag nu 2). Varje boll är öppen och en union av bollar är därmed öppen enligt Lemma 1. �

Låt nu S ⊆ R
n vara en godtycklig mängd. En delmängdW ⊆ S är öppen i S om det finns öppen

mängdV i R
n, så attW = V ∩ S . Ett koordinatområdex(U) på en reguljär ytaS ⊂ R

3 är t.ex
öppen iS .
Godtyckliga unioner och ändliga snitt av öppna mängder är öppna.

Lemma 3. För en delmängd W ⊆ S är följande ekvivalent:

1. W är öppen i S ,
2. För varje p ∈ W finns ett ε > 0, så att S ∩ Bε(p) ⊆ W .

Bevis. Antag 1) och låtV ⊆ R
n vara en öppen mängd så attW = V ∩ S . Till p ∈ W finns ε > 0

så attBε(p) ⊆ V och vi får
Bε(p) ∩ S ⊆ V ∩ S = W .

Antag nu 2) och välj för varjep ∈ W ett ε(p) > 0, så attS ∩ Bε(p)(p) ⊆ W . Låt V ⊆ Rn vara
uninonen av alla bollarBε(p)(p) , p ∈ W . Då ärV öppen iRn och V ∩ S = W . �

En funktion f : S1 → S2, där S1 ⊂ R
n och S2 ⊂ R

m är kontinuerlig i p ∈ S1 om det till varje
ε > 0 finns ettδ > 0, så att

f(Bδ(p) ∩ S1) ⊂ Bε(f(p))(∩S2) .

En öppen mängdU ⊂ S som innehållerp ∈ S kallas för (öppen)omgivning av p . Vi fär nu en
ekvivalent definition av kontinuitet: en funktionf : S1 → S2, är kontinuerlig i p ∈ S1 om det till
varje omgivningV ⊂ S2 av f(p) finns en omgivningU ⊂ S1 av p så attf(U) ⊂ V .

Funktionenf är kontinuerlig om den är kontinuerlig i varjep ∈ S1 . Av definitionen följer att en re-
striktion av en kontinuerlig funktion är kontinuerlig. Det är ingen konst att visa att en sammansättning
av två kontinuerliga funktioner är kontinuerlig.



Lemma 4. Antag att f : S1 → S2 . Följande är ekvivalent:
1. f är kontinuerlig,
2. för varje öppen mängd W ⊆ S2 är f−1(W ) öppen i S1 .

Bevis. Antag 1) och låtW ⊆ S2 vara öppen. Tagp ∈ f−1(W ), d.v.s ettp ∈ S1, sådant att
f(p) ∈ W . Kontinuitet avf ger nu en omgivningU av p med f(U) ⊂ W , såU ⊂ f−1(W ) . Av
Lemma 3 följer attf−1(W ) är öppen.

Antag 2) och attp ∈ S1 . Låt V vara en omgivning avf(p) . Då ärU = f−1(V ) en öppen omgivning
av p medf(U) ⊂ V . Detta ger kontinuiteten avf i p ∈ S1 . �

Lemma 5. Antag att x : U → S är en lokal parametrisering av den reguljära ytan S ⊂ R
3 och att

U0 är en öppen delmängd till U . Då är restriktionen x| : U0 → S också en lokal parametrisering.

Bevis. Avbildningen x| är restriktion av en kontinuerlig glatt bijektion till en öppen delmängd och
har därför samma egenskaper. Eftersom(x|)−1 = (x−1)| är den kontinuerlig. Eftersomdx|q = dxq ,
när q ∈ U0 är den injektiv.

Det återstår att visa attx|(U0) = x(U0) är öppen iS . Men x(U0) = (x−1)−1(U0) som är öppen iS
enligt lemma 4. �

Kontinuitet av funktioner med godtycklig definitionsmängd.

Do Carmo har en egen definition av vad det betyder att en funktionf : A → R, därA är en godtycklig
delmängd tillRn, är kontinuerlig:

Definition. Funktionen f är kontinuerlig om det finns en öppen mängd U ⊃ A och en kontinuerlig
funktion f̄ : U → R som restringerar till f på A , d.v.s f = f̄|A .

Den vanliga (ortodoxa) definitionen är:

Definition. Funktionen f är kontinuerlig i p ∈ A om det till varje ε > 0 finns ett δ > 0, så att

f(Bδ(p) ∩ A) ⊂ Bε(f(p)).

Man inser genast att omf är kontinuerlig i Do Carmos mening, så är den ortodoxt kontinuerlig. Men
följande exempel visar att omvändingen inte gäller i allmänhet:

Exempel. Låt A ⊂ R varaA = {0} ∪ ⋃∞
i=1(1/(i + 1), 1/i) och sätt

f(x) =
{

0 om x = 0
1/i om x ∈ (1/(i + 1), 1/i)

Då är f uppenbart (ortodoxt) kontinuerlig i varje punkt i(1/(i + 1), 1/i) , men också i 0, eftersom
f(x) → 0, när x → 0+ . Å andra sidan kanf inte utvidgas till en kontinuerlig funktion på en öppen
mängd som innehållerA . En sådan skulle nämligen innehålla en omgivning till 0 och därmed alla
(1/(i + 1), 1/i) när i är tillräckligt stort. Eftersom restriktionen avf till (1/(i + 2), 1/(i + 1)) ∪
((1/(i + 1), 1/i) saknar kontinuerlig utvidgning till(1/(i + 2), 1/i) är existensen av̄f i Do Carmos
definition utesluten.

I kursen kommer vi framgent att använda den vanliga definitionen av kontinuitet. Det innebär att de
två sista raderna i punkt 2 i definitionen av en reguljär yta (definition 1 sidan 52) bör strykas.


