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1. a) Harled, under lamplig forutsattning, Frenets ekvationer for en baglangdsparamet-
riserad kurvai R3.
b) Uttryck krékningen och torsionen av en godtycklig reguljar parametriserad kurva
«a med hjalp av storheterna«’, o’ och o’

Se kursboken.
2. Visa att den slutna plana kurvan
a(t) = ((1 —2cost)cost, (1 —2cost)sint)
har en dubbelpunkt i origo. Bestam kurvans krokning. Hur manga vertex har kurvan?
Vi beraknar
o (t) = (—sint + 4costsint,cost + 2sin®t — 2 cos® t)
o/ (t) = (—cost — 4sin®t + 4 cos’t, —sint + 8 costsint)

eller o/(t) = (—sint + 2sin2¢,cost — 2cos2t), o'(t) = (—cost + 4dcos2t, —sint +
4sin 2t).

Funktionena ar periodiskt med perio@r. Vi har a(t) = (0,0) omm 1 — 2cost = 0
(eftersomsint och cost ar inte samtidigt noll), d v g = i%w. Tangenterna ar olika, ty

o (£3m) = (£33, 3).
Vi beraknark med formeln%. Vi hittar

|o/| = /(sin®t — 8costsin®t + 16 cos’ sin®t + cos®t + 4 costsin®t — 4 cos® ¢
+ 4sin*t — 8sin®tcos®t + 4 cos't) = /5 — dcost
och
o' Na" =9 —6cost
efter lika mycket forenkling med formelsin® ¢ + cos?¢t = 1. Sa

9—06cost

k(t) = :
(®) (5 —4cost)3/?

For att hitta vertex beréaknar vi

K(t) = 12sint(2 — cost)
(b —4cost)3/2

och//(t) = 0 ommsint = 0, t = 0 ellert = 7. Det finns tva vertex.

3. Definiera vad som menas med tangentrummet till en reguljar yta och visa att det ar ett
linjart rum av dimension 2.

Se kursboken.



4. Betrakta delmangdenS = {(x,y,2) € R® | zyz = 1} av R3.
a) Visa att S ar en reguljar, orienterbar yta.
b) Bestam alla navelpunkter pas.
c) Bestdm normalkrokningen i navelpunkterna.

a) YtanS ar nivayta till den differentierbara funktionef(z, y, ) = 1, och differentialen

df = (yz,xz,zy) arinte noll pdS. Enligt sats ar nivaytan en orienterbar reguljar yta.
b) Parametrisera(u,v) = (u,v,1/uv). Da ar

x, = (1,0, —1/uv), x, = (0,1, —1/uv?),
Xuu = (0,0,2/u’v), Xuo = (0,0, 1/u?v?), Xy = (0,0,2/uv?).

Detta gerE = 1 + 1/u'?, F = 1/u®v® och G = 1 + 1/u*v*. Darmed &arEG —

F? = 1+ 1/u*? + 1/u** = (u'o? + 0 + u?)/utet. Vifar e = (u'o? + 0% +

w722 f = (utot 0?4 u?)~z ochg = (u*v?* + v + u?)~2 24 Matrisen till —dN
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| navelpunkterna ar denna matris en multipel av enhetsmatrisen, som ger villkaren
u? = utv* —v? = 0 och 2u®v® + uv = 2uSv® + wv. S&u? = v?, u® = 1, och det finns
fyra punkter(u,v) = (&1,+1), som ger paS (1,1,1), (-1,-1,1), (—1,1,—1) och
(1,—1,-1).
Alternativt beraknags = % H = % och villkoret H = K2 for
navelpunkter ger efter omformning ekvationgh* —u%v% 4+ u*v® —utv? —u?v? +1 = 0,
eller (u'v? — 1)? — (u'v? — 1)(v?v* — 1) + (v*v* — 1)* = 0. Andragradsekvationen
2? — zw + w? = 0 har bara komplexa l6sningar ofn, w) # (0,0), sa vi faru*v? =1,
utv? =1 och (u,v) = (+1,£1).

c) | navelpunkterna ar matriser/+/3 ganger enhetsmatrisen. Normalkrékningen i punk-

terna(1,1,1) och (—1,—1,1) &r alltsd1/+/3 och —1/+/3 i punkterna(—1,1, —1) och
(1,—-1,-1).

5. Visaattkonen S, = {(z,y,2) € R® | 22 = a®(2? +4?), 2 > 0 }, dar a € R, &r lokalt
isometrisk med planet genom att ange en explicit isometri.
Vi parametriserar konen (minus en generator):
x(r, @) = (rcosp,rsinp, ar), r>0 —rT<ep<m,

medE = 1+ a?, F = 0 och G = r?. Samma forsta fundamentalform fas om vi pa-
rametriserar planet med en variant pa polarkoordinater= /1 + a? cos JliT’ y =
rv'1 —i—a%in\/—l%. lgenE =1+a?, F=00chG =7r?.Omyvitarr >0, -7 < p <,

far vi en sektor, som ar isometrisk med konen minus en generator.

6. Lat S vara sparet av den parametriserade ytanx: R? — R3?, x(u,v) = (u, v?, uv).
a) Visa att ytan ar en regelyta.
b) Berakna GaulZkrékningen.
c) Bestam centralkurvan (striktionslinjen).
d) Berédkna de asymptotiska linjerna pa.s.
e) Bestam alla singulara punkter pas. (5p).



a) Vikan skrivax(u,v) = (0,v%0) + u(1,0,v).
b) Berakna

x, = (1,0,v), x, = (0,20, u),
qu = (0707 O)? Xuv = (07 07 1)7 Xuv = (07 2,0)

Dettagertl = 1+v?, F = wv ochG = u?+4v?. Darmed &arEG — F? = vu?+40v% 4+ 40*.
Vifar e =0, f = (u2+402+40%) 7220, g = — (v 4402 +40v*)"22u och K = g7 —

EG—-F?2
40
T WA
¢) Vikan skrivax(t,v) = a(v) + tw(v) med|w| = 1, darw(v) = ma,o,v) och

a(v) = (0,0%,0). Nu ar (o/,w') = ((0,2v0,0), (— g7 0, (1+v12)3/2)> = 0. Saa(v)
ar centralkurvan.

d) Diffekvationen for de asymptotiska linjerna éfu')? + 2 fu'v' + g(v')?> = 0, som ger
—4vu'v'+2u(v')?, med l6sningan = konstant (regelsystemet pa regelytan) eller =
2vu’, som gerv = Cu? och kurvorna(u, C?ut, Cu?).

e) Punkter dar parametriseringen ej ar reguljar kan bara ligga pa centralkurvan, och da mas-
te gélla att’ = 0. Detta héander bara far = 0. Men genom varje punkt av den positiva
y-axeln gar tva rata linjer: den positigaaxeln ar en dubbelkurva. Den globala paramet-
riseringen ar injektiv omu # 0. Sa de singuléara punkter &b, y,0), dary > 0.



