MATEMATIK, CTH/GU. 2007-01-13. Kl. 8:30-13:30
Losn. Tentamen. MAM 770. Hogre Differentialkalkyl

Hjalpmedel. Inga Telefonvakt: 0762-721860

1. Formulera och bevisa implicita funktionssatsen med hjalp av inversa funktionssatsen.

2. Bevisa att volymelementet dz A dy A dz i R ar
dz A dy A dz = r?sindr A dy A df

uttryckt i de sfariska koordinaterna: x = rsiny cosf,y = rsin¢sinf, z = r cos 1.

Bevis: Beridkna differentialer dx, dy, dz i polarkoordinatter.
dx = sin ) cos Odr + r cos ¥ cos Ody — rsin v sin 0d#,
dy = sin ) sin @dr + r cos 1 sin Odvy + r sin v cos 0df
z = cosdr — rsindi.
Dess produkt

dr Ndy A dz
=dr A dip A dB(r?sin® ¢ cos? 6 + r? sin® 1 sin® @ + 7% sin 1) cos® 1) cos® § + r? sin ¢ cos® ¢ sin? §)
= r2dr A dip A df(sin ¢)

3. Lat f vara en deriverbar avbildning f : R™ — R" och w vara en differentialform pa
R". Formulera definitionen av f*w (pull-back) och bevisa att d(f*w) = f*(dw).

Bevis: Se kurboken, Sats 4-10.

4. (a) Formulera definitionen av rummet 77(V) av alla anti-symmetriska tensorer pa
ett vektorrum V. (b) Antag L : R* — R" &r en linjir transformation av rangen
| < n. Bestam dimensionen av bildrummet L*(7*(R")) for alla 1 < k < n. (L* ar
den inducerade avbildningen, dvs pull-back.)

Losn. (b). L*: (R*)* — (R")* dr av samma rang som L, dvs [. Enligt rangsaten
finns en bas vy, - -+, v, U1, -, Ut (R™)* 88 att

L*(vy),--+, L*(w)
ar linjart oberoende av bildar en bas fér rummet Ran(L*) och
L*(vjp1) =+ =L"(v,) =0
Fall 1: £ <. Da bildar
L*(viy) A+ L*(v3,,), 1 <ig < -+ <y <
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en bas for L*(7T*(R")), som har dirmed dim

l
;)
Fall 2: k > I. Varje element i L*(7*(R")) #r en summa av termer av form L*(u;) A

-+« L*(ug), men factorerna L*(uy), ...L*(uy) ar linjirt beroened eftersom L* har rang
| < k, darfor ar produkten 0. Svar: Dim. &r 0.

. Bevisa (med hjilp av Implicita Funktionssatsen, till ex.) att foljande delméngd &r
delméngfald i R? ,

M ={(z,y,2) € R 2? +y* + 2* = 3}.

Bevis: Skriv F(z,y,2) = 2% + y* + 2* — 3. Mangden M = F~%(0). For varje punkt
P=(z,y,2) € M,

F'(z,y,2) = VF(z,y,2) = (2z,4y>,42%) # 0

ty annars (z,y, 2z) = 0 och F(z,y, 2) = 22+y*+2*—3 = —3 som motsiger F(z,y, 2) =
0. Dvs F'(z,y, z) ar alltid av rang 1 pa M. Déarfor & M en mangfold av dimension
3—1=2.

. Formulera definitionen av de Rham kohomologigrupperna H?(M) for en mangfald
M. Bevisa enligt definitionen att H™(S™) # 0. (S™ ar enhetsféren.)

Bevis. (Se kursboken om def.). Lat w vara volym/area-formen pa S”, vilen av en
n-form. dw = 0 ty dw ar en n + 1-form pa en mangfald av dimension n. Dérfor
definierar w ett element [w] i H"(S™). Vi pastar [w]| # 0. Annars, w = da for nagon
n — 1-form «, och enligt Stokes sats

Area(S")z/wz/ daz/ a=0
n n randS™

ty randen av S™ ar tom, vilket dr en motsagelse.

. (a) Lat C vara en enkel och glatt kurva pa enhetssfaren S?. C delar sfiren i tva delar.
Beteckna en av de tva med M. Lat V vara den koniska kroppen som begrinsas av
M och radierna fran sfarens medelpunkt till punkterna i C'. Bevisa att

3 Vol(V) = Area(M)

(Ledning: Anvénd Stokes sats.)
Bevis: Vi skriver volymformen dx A dy A dz pa R? som dz Ady A dz = %da, dar

a=zxdyNdz—ydx Ndz + zdzx A\ dy
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Observera att « dr area-elementet pa enhessfiren (nir den dr betraktad som definierad
pa sfiren). Vi tillampar oss Stokes sats:

1 1
Vol(V)z/dx/\dy/\dzzE/daZE/ a.
|4 |4 rand V

Randen till V' besta av tva delar, den del M som ar pa sfiaren, och den del som ar pa
konen. Vi pastar att o ar 0 pa konen. Om vy, vy ar tva tangentvektorer till konen i
punkt P = (z,y,2), da

a(v1,v2) = det[OP, vy, v);

men OP ir ocksé en tangentvector till konen, dvi {OP,v;,v.} ir i samma tangent-
planet, ddrmed det[OP, v1,vs] = 0 ty de &r linjart beroende. Slutligen,

Vol(V) = 1/ a= 1Alrea(M)
3/,% 3



