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Till larare och lasare

Foreliggande kompendium &r tédnkt att kunna anvéndas i undervisningen i eukli-
disk geometri for blivande ldrare. En grundkurs bér omfatta avsnitt 2.1 - 2.10,
2.12, 3.1 - 3.2, borjan av 3.3 och 3.4 (existensen av de om- och inskrivna cirklar-
na), 4.1 samt eventuellt delar av kapitel 5 (ndgot om konstruktioner med passare
och linjal). Jag har ténkt mig att resten av kompendiet skall kunna anviindas
som bredvidldsning och eventuellt inom senare kurser i utbildningen. De mest
grundlidggande delarna av geometrikursen innehaller egentligen inga verkligt
forvanande resultat (att triangelns vinkelsumma #r 180 grader torde exempel-
vis vara bekant foér alla och envar) och min férhoppning med éverkursavsnitten
ar att ldsaren skall fa se nagot ovéntat och férvanande.

Syftet med kompendiet dr inte att ge en axiomatisk framstéllning av den eukli-
diska geometrin, vilket dock inte innebér att bevis saknas, men jag har tagit en
del grundliggande saker for givna, t ex kongruens- och likformighetsfallen och
dér stoder sig framstédllningen pa askadningen och den geometriska intuitionen.
I det sista avsnittet finns en kort diskussion om geometrins grunder och den
axiomatiska metoden.

Det gar inte att ldra sig matematik och geometri utan att 16sa problem, sa det
finns gott om Gvningar bade i slutet av varje kapitel och i ett separat avsnitt sist
i héftet. De flesta dr himtade fran gamla skrivningar och ett dldre kompendium.

Jag tar tacksamt emot synpunkter pa kompendiet fran bade larare och ldsare.
Tyrckfel dr néstan omdjliga att undvika, men det kan sjélvklart ocksa ha insmu-
git sig allvarligare fel. Skicka gidrna kommentarer till torbjorn@matematik.su.se.
Jag kommer sa smaningom att ligga ut en lista pa tryckfel mm pa mina webb-
sidor http://www.matematik.su.se/ ~torbjorn.

Kriftriket, St Georgsdagen 2002

Torbjérn Tambour
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1 Till att borja med ...

Det hér allra forsta avsnittet innehaller ett antal definitioner och begrepp samt
nagra grundldggande egenskaper hos vinklar och linjer.

1.1 Nagra definitioner och begrepp

Niar A och B ar tva olika punkter sa betecknar AB strickan mellan dem.
En stricka har ingen speciell riktning, s& AB och BA &r samma stricka. Tva
strickor sidges vara kongruenta om de ar lika langa. Detta betecknas AB = CD.
Kongruensbegreppet kriver inte att vi har valt en ldngdenhet eftersom vi ba-
ra jamfor langderna av strickorna. Vi kommer emellertid att anta att vi har
fixerat en lingdenhet, sa att vi kan méta lingden av striackor. Langden av AB
betecknas |AB|. Observera skillnaden mellan AB = C'D och |AB| = |CD|! Att
AB = CD betyder att de tva strickorna &r lika, dvs att de bestar av sam-
ma punkter, medan |AB| = |CD| bara betyder att de &r lika langa (och alltsa
kongruenta).

Ibland kommer vi ocksa att tala om linjen AB som &r den linje som gar genom
punkterna. Att vi anvinder samma beteckning for en stricka som for en linje
kommer férhoppningsvis inte att orsaka oklarheter.

Med avstandet fran en punkt P till en linje menar vi det kortaste avstandet.
Med hjilp av Pythagoras sats (som vi skall bevisa senare) dr det ldtt att bevisa
att det dr detsamma som det vinkelrita avstandet: I figuren dr PQ vinkelrét
mot L och R dr en godtycklig punkt pa linjen. Da giller |PR|? = |PQ|*>+ |QR|?
och eftersom |QR|? > 0 sa far vi |PR| > |PQ)|.

L Q R

Vinklar betecknas oftast genom att man anger en punkt pa vardera vinkelbenet
samt vinkelns spets. Vinkeln till hoger betecknas alltsa vanligen AAPB. Ibland
ar det bekvamt att ge en vinkel ett eget namn, som w eller v. Om det inte kan
uppsta missforstand, sa betecknar man ibland vinkeln med spets i P med AP.

A

B

NAPB eller AP



Man sédger att tva vinklar dr kongruenta om de &r lika stora, vilket skrivs
ANAPB = NA'P'B’. Som for strickor sa #r detta inte detsamma som att vink-
larna &r lika. Som matt pa vinklars storlek skall vi anvinda vanliga grader. Ett
varv dr 360 grader och en rit vinkel #r fjdrdedelen dirav, dvs 90°.! Storleken
av vinkeln AAP B skriver vi (AAPB)°.

Kongruens ér ett av de fundamentala begreppen i geometrin. Att tva geometris-
ka objekt, t ex tva trianglar, dr kongruenta betyder att de har samma form och
storlek. Oftast dr det just i samband med trianglar som man talar om kongruens,
men det dr bekvimt att definiera begreppet dven for strickor och vinklar (kon-
gruens av trianglar skall vi definiera och diskutera i néista avsnitt). Det &r ingen
storre skada skedd om man rakar siga att tva vinklar dr lika ndr man i sjilva
verket menar att de dr kongruenta, men det kan vara bra att forsoka tdnka pa
vad man sédger och menar — i matematiken maste man vara tydlig. Kongruens
kommer fran ett latinskt ord som betyder sammanfalla eller 6verensstamma.

En normal till en linje (striicka) &r en linje som #r vinkelrdt mot den givna
linjen (strickan). Mittpunktsnormalen till en stricka AB dr den normal som gar
genom mittpunkten pa AB. For alla punkter P pa mittpunktsnormalen géller
att |AP| = |BP)|, vilket dr ldtt att tro pa, men vi skall dnda ge ett litet bevis
senare. Bisektrisen till en vinkel &dr en linje eller strale som delar vinkeln pa
mitten (bisektris betyder dela i tva delar).

% A

B

Mittpunktsnormal Bisektris

Bisektrisen till en vinkel bestar av de punkter som har samma avstand till bada
vinkelbenen, vilket vi ocksa skall bevisa senare.

En hdjdien triangel ar slutligen en stricka som gar fran ett horn och ar vinkelrét
mot motstaende sida eller dess forlingning. Hojden faller alltsa inte alltid inuti
triangeln.

Hoéjder i tva trianglar

1Bruket att dela varvet i 360 grader kommer fran babylonierna som anvinde det redan for
4000 ar sedan. Talet 360 kan ha att gora med att solen pa ett dygn forflyttar sig ungefir 1/360
varv, dvs en grad, bland stjirnorna pa himlen (egentligen 1/365 varv, men 360 &r ldttare att
rikna med).



1.2 Skérningar och vinklar mellan linjer

Man séger att tva linjer i plane dr parallella (av grekiskans forled para- som kan
betyda lings med och allellon, varandra) om de inte skiir varandra.?

Nér tva linjer skédr varandra sa uppstar fyra vinklar, i figuren w,v,w och t.
Vinklarna uw och w respektive v och t kallas vertikalvinklar. Eftersom u°® + v° =
180° = v° + w°® sa dr u = w. Vertikalvinklar ar alltsa kongruenta.

Vertikalvinklar

Om tva linjer L och L’ skirs av en tredje som i néista figur sa kallas den tredje
linjen for transversal.

LI

Likbelégna vinklar och alternatvinklar

Vinklarna w och a respektive v och b sdger man ar likbeldgna medan u och b
respektive v och a dr alternatvinklar. Om L och L’ &r parallella sa dr likbeldgna
respektive alternatvinklar lika stora eftersom de tva skdrningarna da “ser likada-
na ut”. Omvént ar linjerna parallella om likbeldgna vinklar eller alternatvinklar
ar lika stora, vilket ocksa &r ganska uppenbart i en figur. Vi skall inte fordjupa
oss mer i varfor det &r sa utan litar pa askadningen, trots att en figur aldrig kan
vara ett bevis.

1.3 Matematikens sprak

Det kravs en speciell teknik for att ldsa matematiska texter. De &r ”innehalls-
méttade”, dvs fakta och argument kommer tétt, sa man maste ldsa med efter-

2] rummet ricker inte detta som definition. Istillet siger man att tva linjer dr parallella
om de 16st uttryckt har samma riktning. Linjer i rummet kan ju mycket vél ha olika riktning
men dnda inte skédra varandra, tdnk pa en planskild korsning!



tanke. Matematiska texter innehaller naturligtvis manga termer och begrepp
som dr speciella for dmnet, men det vimlar ocksa av ord som i och for sig
forekommer i vardagsspraket, men som man skall lagga sérskilt mérke till nér
man ldser matematik. Ett sadant dr definition. I en definition fastligger man
betydelsen hos en term eller ett begrepp. Néar man har fastslagit vad nagot be-
tyder, sa maste man halla sig till den betydelsen. Det gar inte an att definiera t
ex begreppet cirkel pa ett visst sédtt och sedan anvinda det lite 16st om nagon
annan geometrisk figur. En definition &r inte sann eller falsk, utan helt enkelt
ett slags konvention.

Matematikens produkter kallas satser. I en sats brukar det finnas ett antal
forutsdttningar och sedan ett pastaende om vad som géller om férutsidttningarna
ar uppfyllda. En sats foljs (eller foregas, beroende pa hur man skriver sin text)
alltid av ett bevis, som &r ett logiskt bindande resonemang. Matematiken som
sadan har ingen plats for tro eller tyckande. Man kan tro aldrig sa mycket pa
ett pastaende, men sa ldnge det inte &r bevisat, sa dr det ingen sats. Déaremot
kan naturligtvis matematiker tro att det ena eller det andra pastaendet &r sant
eller falskt. Ett enstaka exempel &r inget bevis. Det récker saledes inte att méta
i tjugo rédtvinkliga trianglar for att bevisa Pythagoras sats; man maste visa
att pastaendet i Pythagoras sats giller for alla ritvinkliga trianglar. A andra
sidan récker det med ett enda exempel i vilket ett pastaende inte géller for att
vederlagga det. Ett sadant forodande exempel kallas ett motexempel.

I ett bevis for ett matematiskt pastdende anvénder man i allménhet resultat
som man har bevisat tidigare. Pa det séttet byggs hela teorin upp sa att sidga
nerifran, inte olikt ett hus som muras upp sten for sten. Vi skall sédga lite mer om
den logiska uppbyggnaden av geometrin sist i kompendiet och dven diskutera
vilka grundvalar den vilar pa. Bevis kan vara korta och kérnfulla eller langa
och trassliga och man maste ldsa dem med stor omsorg, kanske genom att fora
anteckningar vid sidan av. Léser man geometri ar det dessutom nodvandigt att
rita figurer. Bevisen dr matematikens sjél — utan dem blir matematiken bara en
samling regler utan sammanhang och inbérdes samband. Man kan inte hoppa
over bevisen, dven om det kénns tungt att ta sig igenom dem. Utan dem kommer
man aldrig att forsta matematiken.



2 'Trianglar

Triangeln med hérn A, B och C betecknas AABC.

2.1 Triangelns vinkelsumma

Det forsta vi skall gora &r att diskutera triangelns vinkelsumma.

C

A F
B

Linjen DFE ifiguren &r parallell med sidan AB i AABC och gar genom hérnet C'.
Vinklarna AACD och ACAB ér alternatvinklar och alltsa lika stora. Av precis
samma skél dr AABC och AEC B lika stora. Summan av vinklarna i AABC' &r
saledes

(ANCAB)° 4+ (NACB)° + (ANABC)®
= (NACD)° + (NACB)° 4+ (ABCE)® = 180°.

Att vinklarna i en triangel tillsammans blir ett halvt varv borde inte vara obe-
kant for nagon och beviset &r ju ocksa bade enkelt och elegant. Men det finns
anledning att stanna upp ett litet 6gonblick och fundera over det. Ar beviset
verkligen vattentétt eller finns det luckor? En lucka ar forstas att vi har anvant
egenskaper hos alternatvinklar som vi inte har bevisat. En annan som kanske &r
svarare att se géller linjen DE. Hur vet vi att den finns? Med andra ord: Hur
vet vi att det genom en given punkt gar att dra en linje som &r parallell med en
given linje? Om det nu alltid gar att dra en sadan linje, sa kan man vidare fraga
sig om det gar att dra flera. Vilken av dem skall man i sa fall vélja? Att det gar
att dra en och endast en sadan linje &r en av grundférutsittningarna i Eukli-
des uppbyggnad av geometrin i Elementa, ndrmare bestdmt dr det hans femte
postulat, parallellpostulatet. Vi skall séiga lite mer om det i det sista avsnittet i
kompendiet. Finns det &nnu fler luckor?

Om man forlanger en av sidorna, t ex AB som i figuren, sa uppstar en yttervinkel
ACBF vid hornet B (det finns en till yttervinkel vid B som man far genom
att forlinga BC). Eftersom (AABC)°® + (ACBF)° = 180° och hela triangelns
vinkelsumma ocksa dr 180°, sa maste

(ACBF)° = (ANCAB)° + (ABCA)°,

ett samband som brukar kallas yttervinkelsatsen.



2.2 Kongruens

Man séger att tva trianglar AABC och AA’B'C’ &r kongruenta om motsvaran-
de sidor och vinklar &r kongruenta:

AB=~ A'B', AC= A'C', BC = B'C',

NA=NA', AB=AB', N\C = N\C'.

Att tva trianglar &r kongruenta betyder alltsa att de har samma form och stor-
lek. Vi skall anviinda beteckningen AABC = AA’B’'C’ for kongruens.

A A’

Kongruenta trianglar

B

Definitionen av kongruens innehaller sex villkor, men det réicker med att vissa
av dem (i vissa kombinationer) dr uppfyllda for att resten ocksa skall vara det.
Om tva sidor och vinkeln mellan dem &r givna, sa finns det bara ett sétt att
komplettera till en triangel. Likadant férhaller det sig om tva vinklar och sidan
mellan dem &ar givna, liksom om alla tre sidorna &r givna. Dessa observationer
brukar kallas de tre kongruensfallen:

Férsta kongruensfallet (ofta kallat SVS, sida~vinkel-sida): Om i tva
trianglar AABC och AA'B’'C’ giller att AB = A'B’, AC = A'C’
och NA = AA', sa ar NANABC =2 NA'B'C’.

Andra kongruensfallet (SSS): Om i tva trianglar AABC och AA’B'C’
giiller att AB=~ A’B’, AC = A'C’' och BC 2 B'C’, sa #ir AABC =
NA'B'C'.

Tredje kongruensfallet (VSV): Om i tva trianglar AABC och AA’B'C’
giller att AB = A'B’, NA =2 NA" och AB = AB’, sa ir ANABC =
ANA'B'C.
Det kan vara svart att halla reda pa vilket fall som &r vilket i nummerordningen,
sa forkortningarna SVS, SSS och VSV &r ganska anvéndbara. Lagg mérke till att

vi inte har bevisat kongruensfallen, utan bara motiverat dem med ett intuitivt
resonemang.

2.3 Likbenta trianglar

Vi skall omedelbart gora bruk av kongruensfallen och bevisa nagra saker om
likbenta trianglar. I en likbent triangel &r tva av sidorna, kallade benen, lika



langa. Den tredje sidan kallas bas. Intuitivt &r det vil klart att basvinklarna
AB och AC ér lika stora, men hur kan man bevisa det? Jo, hir far vi direkt
anvindning av forsta kongruensfallet SVS. For lat oss titta pa tva kopior av
triangeln, AABC och ANACB.

A
|AB| = |AC]|

B C

~

Toppvinkeln AA &r densamma i bada och enligt forutsidttningen &r AB =
AC, AC = AB, sa SVS ger NABC = NACB. Men da &r alla vinklar lika,
sa AB 2= AC. Det hér resultatet brukar kallas basvinkelsatsen. Om man omvént
vet att basvinklarna i en triangel ar lika stora, sa kan man anvidnda tredje
kongruensfallet VSV for att bevisa att triangeln &r likbent. Ténk igenom det
som Ovning! Basvinkelsatsen finns i Euklides Elementa, men med ett betydligt
mer komplicerat bevis dn ovanstaende, som hérstammar fran Pappos (verksam
i Alexandria ca 340 e Kr). I Euklides bevis finns en figur som liknar en bro och
beviset kallas ibland for pons asinorum, asnebron — den som inte kan ta sig 6ver
bron maste vara en asna.

I den likbenta triangeln AABC (ddr AB = AC) drar vi hojden AD mot BC
fran A . Eftersom AADC och AADB ér réta sa ar

(ACAD)° = 90° — (ADCA)° = 90° — (ADBA)® = (ABAD)®,

dér den andra likheten &r basvinkelsatsen. Tydligen dr AD bisektris till AA.
Kongruensfallet VSV (eller SVS) ger nu att AADC = AADB och speciellt dr
BD = CD. Alltsa dr AD #ven mittpunktsnormal till BC.

A

B C

D

I det inledande avsnittet ndmnde vi att mittpunktsnormalen till en stricka BC
bestar av de punkter som har samma avstand till B och C. Vi kan nu bevisa
det: Om A &r en punkt pa mittpunktsnormalen (se figuren ovan igen) och D
normalens fotpunkt, sa &r AADC =2 AADB enligt forsta kongruensfallet SVS,
ty AD &r gemensam, BD = CD eftersom D &r mittpunkt pa BC och bada
vinklarna AADB och AADC &r rita. Alltsa ar AB =2 AC. Antag a andra sidan
att punkten A uppfyller |AB| = |AC|. Da &r AABC likbent och enligt ovan
ligger A pa mittpunktsnormalen till BC.



Allt det hir kan tyckas vara mycket visen for ingenting eller i alla fall valdigt
lite, men det &r viktigt att nagon gang fundera igenom vad man egentligen
baserar sina mer eller mindre intuitiva resonemang pa.

2.4 Ett falskt kongruensfall

Det finns ett 16mskt “kongruensfall” som ibland dyker upp i évningsuppgifter,
namligen SSV, sida-sida-vinkel: Ar en triangel bestimd av tva sidor och en
vinkel som inte &r vinkeln mellan de tva givna sidorna? Vi underscker. Antag
att AB och BC ir de givna sidorna och AA den givna vinkeln: Dra en cirkel
med medelpunkt i B och radie BC samt en linje genom A som bildar den givna
vinkeln med AB. Tre saker kan nu intréiffa:

Cl

N

A

1. Linjen skér cirkeln i tva punkter som i figuren. I sa fall finns det tva trianglar
ANABC och AABC’. Ligg mirke till att den forra dr trubbvinklig och den
senare spetsvinklig vid C' respektive C”.

2. Linjen tangerar cirkeln, dvs skir cirkeln i en enda punkt C' (punkterna C
och C’ har sammansmélt). D& finns det precis en triangel som dessutom &r
ratvinklig vid C (vi skall se senare 1 kompendiet att tangenten AC &r vinkelrét
mot radien BC').

3. Linjen skér inte cirkeln och da finns ingen triangel alls.

Om man vet att for tva trianglar AABC och ANA'B'C’ giller AB = A'B’,
BC = B'C’ och ANA 2 ANA’, sa #r det alltsa inte sikert att de dr kongruenta,
utan det finns tva mojligheter som i fall 1 ovan.

Vi kan nu ocksa bevisa att bisektrisen till en vinkel bestar av de punkter som har
samma (vinkelrdta) avstand till vinkelbenen. Lat BD vara bisektris till AB och
A respektive C tva punkter pa vinkelbenen sadana att ABAD och ABCD #r
rata. Da ar AABD = ADBC och eftersom bade ABC'D och ABAD ér réta, sa
far vi ABDA = ABDC'. Sidan BD &r gemensam, sa VSV ger ABDA = ABDC.
Alltsa &r |AD| = |CD|.

A

C

Omvént, antag att D #r en punkt som har samma (vinkelrdta) avstand till

10



vinkelbenen, |AD| = |C'D|. 1 trianglarna ABDA och ABDC har vi AD = CD,
BD = BD och ABAD = ABCD (bada &r réta), sa vi har ett SSV-fall. Ndrmare
bestdmt har vi fall 2 1 SSV, sa vi har kongruens trots allt, ABDA =2 ABDC,
varfor ANABD = ADBC och D ligger pa bisektrisen. (Ett annat sétt att visa
att trianglarna dr kongruenta dr att anvinda Pythagoras sats.)

2.5 Likformighet

I férra avsnittet pratade vi om det viktiga begreppet kongruens mellan trianglar,
som alltsa betyder att de har samma form och storlek. Tva trianglar som bara
har samma form, men inte nédvindigtvis samma storlek séges vara likformiga.
Den exakta definitionen av begreppet likformighet ser ut sa hér:

Tva trianglar AABC och AA’B’'C’ dr likformiga om

AB| _ JAC| _ IBC|
|A'B'| - |A'C'| - |B'C'|

och
NA=2NA, AB=AB, AC=NC.
Likformighet betecknas
NAABC ~ NA'B'C’.

Forhallandet (*) mellan sidorna kan man kalla likformighetsskalan. Om den
skulle vara lika med 1, sa #r trianglarna kongruenta.

AN

Likformiga trianglar

Precis som for kongruens sa riacker det att vissa av villkoren i definitionen &r
uppfyllda for att garantera att trianglarna &r likformiga. Om tva av sidparen har
samma férhallande och vinklarna mellan dem &r kongruenta, sa ser trianglarna
fransett storleken likadana ut och dr alltsa likformiga. Om alla tre sidparen
har samma forhallande sa maste ocksa trianglarna ha samma form och samma
géller om alla tre vinkelparen &r kongruenta. Dessa observationer ger oss tre
likformighetsfall:

Férsta likformighetsfallet (SVS): Om i tva trianglar AABC och

AA'B'C’ giller |AB|/|A'B'| = |AC|/|A'C"| och NA = NA, sé ér
AABC ~ AA'B'C'.
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Andra likformighetsfallet (SSS): Om i tva trianglar AABC och
AA'B'C' giller |AB|/|A'B'| = |AC|/|A'C’| = |BC|/|B'C’), si ir
ANABC ~ NA'B'C'.

Tredje likformighetsfallet (VVV): Om i tva trianglar AABC och
ANA'B'C’ giller NA 2 NA',AB = AB',ANC = NC', sa ir AABC ~
NA'B'C".

Lagg mairke till att det i VVV ricker med att man vet att tva av vinkelparen
ar kongruenta. Att det tredje ocksa bestar av kongruenta vinklar foljer ju i sa
fall av att triangelns vinkelsumma &r 180°.

Intuitivt ar vél likformighetsfallen uppenbara, men hall i minnet att vi inte har
bevisat dem. Likformighet &r ett betydligt mer komplicerat begrepp &n kon-
gruens. Detta har att gora med att vi nu jamfor foérhallanden mellan lingder
av strickor och inte bara vill veta om de &r lika langa. De stora svarigheterna
uppstar nér likformighetsskalan ar ett irrationellt tal. I Elementa infors likfor-
mighet senare dn kongruens och forst efter att Euklides har infort en teori for
irrationella storheter.

2.6 Topptriangelsatsen

Ett ofta forkommande fall av likformighet uppstar som i figuren nér en linje
skér av en topptriangel AADE i en triangel AABC. Om DE &r parallell med
BC, sa &r AABC och NADE kongruenta eftersom de ér likbeldgna. Pa samma
sitt far vi AACB =2 NAED och VVV ger att AADE ~ AABC'. Detta kallas
topptriangelsatsen

A

B 2 C

I den hir framstéllningen betraktar vi alltsa topptriangelsatsen som en kon-
sekvens av likformighetsfallet VVV. I mer noggranna framstéllningar brukar
man emellertid gora tviartom och forst bevisa topptriangelsatsen och dérefter
likformighetsfallen med hjdlp av denna. Lat oss dock ge ett bevis i ett enkelt
fall som #r oberoende av likformighetsfallen. Antag att punkterna D och E
delar AB respektive AC pa mitten. Drag en linje fran E parallell med sidan
AB och beteckna skidrningspunkten med BC med F'. Eftersom AB och EF &r
parallella, sa &r ABAC = AFEC och da DE och BC ocksa #r parallella, sa
dr NACB 2 NAED. Vidare dr |AE| = |EC|, sa kongruensfallet SVS ger att
AADE = ANEFC, varfor |DE| = |FC|. Fyrhorningen BFED ér en parallel-
logram och enligt avsnitt 2.11 & |DE| = |BF|. Alltsa dr |DE| = |BC|/2 och
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ANADE ~ AABC. Pa liknande sitt kan man bevisa topptriangelsatsen da lik-
formighetsskalan &r ett rationellt tal, men det uppstar svarigheter nér den &r
irrationell. Vi skall inte férdjupa oss i det.

2.7 Bisektrissatsen

Drag bisektrisen fran A i AABC och beteckna dess skdrningspunkt med sidan
BC med D. Ritar man en figur sa ser man att ju storre forhallandet |AB|/|AC|
dr, desto stoérre bor |BD|/|CD| vara. Bisektrissatsen ger ett exakt uttryck for
detta, den sidger ndmligen att

|CD|  |AC]|
|BD|  |AB|

Beviset dr en trevlig tillimpning av topptriangelsatsen. Drag en linje genom
C som é&r parallell med bisektrisen AD. Beteckna dess skédrningspunkt med
forlingningen av sidan AB med E (varfoér skir dessa varandra?). Triangeln
NAABD &r topptriangel i AEBC. Vi har ABAD = ABEC eftersom de ar lik-
beléigna (transversalen BE skir de parallellalinjerna AD och EC) och ADAC 2
NEC A eftersom de ir alternatvinklar (hér dr istillet AC transversalen som skér
AD och EC). Men AD &r bisektris till AA, sa AECA 2 ADAC =2 NBAD =
ABEC.

E

D

Enligt basvinkelsatsens omvéndning dr tydligen AFEAC likbent, |AE| = |AC).
Likformigheten AABD ~ AEBC' ger

|BE| |BC|
|AB|  |BD|’
Men |BE| = |AB| +|AE| = |AB|+ |AC| och |BC| = |BD| +|CD|, sa detta ger
|AB| +|AC| _ |BD|+|CD]| eller |AC| _ |CD|
|AB| B |BD| |AB|  |BD|
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om vi subtraherar 1 fran bada leden. Beviset ar klart.

2.8 Medianer och triangelns tyngdpunkt

En median i en triangel dr en stricka som gar fran ett horn till motstaende sidas
mittpunkt. Vi skall bevisa att de tre medianerna i en triangel skér varandra i en
punkt. I figuren nedan &r BD och C'E tva medianer och F' deras skdrningspunkt
(fundera igenom varfoér vi kan vara sékra pa att medianerna skér varandra). Vi
drar strickan EFD. Punkterna D och E &r mittpunkter pa AC respektive AB,
sa

|AD| JAE| 1

|AC| ~ JAB| 2

Eftersom vinkeln AA &dr gemensam, sa ger likformighetsfallet SVS att AAED ~
NABC.

A

B C

Alltsa &r NAED = NABC och da dr ED parallell med sidan BC. Av detta
foljer i sin tur att ADEC = ABCE och ABDE = ACBD eftersom de &r
alternatvinklar. Enligt likformighetsfallet VVV dr ABCF ~ ADEF (vi hade
dven kunnat utnyttja att AEFD = ABFC eftersom de ér vertikalvinklar). Nu
ar

|[ED| 1

|BC| 2
eftersom likformighetsskalan mellan AAED och AABC &r 1/2, sa

\EF| _|DF| |ED| 1

ICF| ~ |BF| ~ |BC| 2

I andra ord kan vi uttrycka detta som att punkten F' delar medianerna BD och
CFE i forhallandet 1 : 2.

Betrakta nu den tredje medianen AG. Den skér BD i en punkt H som &ven
den maste dela BD i forhallandet 1 : 2 — vi kan ju ndmligen upprepa hela
resonemanget ovan med AG och BD istéllet. Men detta betyder att H och F
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ar samma punkt, dvs medianerna skér varandra i en punkt F' som delar dem i
forhallandet 1 : 2. (Gata: Hur f6ljer det av detta att AF dr en tredjedel av hela
medianen AG?)

B I C

Medianernas skdrningspunkt har en fysikalisk betydelse. Betrakta en kropp som
paverkas av tyngdkraften. Tyngdkraften paverkar varje liten del av kroppen,
men om man analyserar situationen enligt mekanikens lagar, sa finner man
att man kan ersitta alla dessa sma krafter med en enda resulterande kraft
som angriper i en speciell punkt, kallad tyngdpunkten (ibland masscentrum).
For en triangel dr tyngdpunkten just medianernas skérningspunkt, vilket redan
Arkimedes visste. Det &r inte svart att inse varfor det dr sa. Dela nédmligen in
triangeln i smala strimlor parallella med en av sidorna, sig BC. Tyngdpunkten
pa en sadan strimla bor ligga mitt pa strimlan, dvs pa medianen mot BC.
Tyngdpunkten bor alltsa ligga pa alla tre medianerna.

2.9 Pythagoras sats

I det hér avsnittet skall vi anta att AABC' &r rétvinklig vid A och vi anvénder
beteckningarna |AB| = ¢,|AC| = b,|BC| = a. Sidan BC som star mot den
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rata vinkeln kallas hypotenusa och de tva andra sidorna kallas kateter. Nam-
nen pa sidorna kommer fran tva grekiska ord med betydelsen ”som strécker
sig under” respektive lodlinje. Geometrins mest kdnda resultat dr férmodligen
Pythagoras sats, som séger att kvadraten pa hypotenusan &r lika med summan
av kvadraterna pa kateterna:

a’=b%+ 2.

Det finns ordkneligt manga mer eller mindre olika bevis fér Pythagoras sats och
vi skall diskutera nagra av dem.

C
a

b

AH B
C

Det forsta beviset dr mycket askadligt. Tag fyra kopior av triangeln och légg
dem i form av en kvadrat som i figuren. I mitten uppstar det ett kvadratiskt hal
med sidan ¢ — b. Arean av hela kvadraten kan & ena sidan skrivas som a? och &
andra sidan som (b — ¢)? +4 - bc/2 eftersom AABC har arean be/2. Alltsa dr

a’> = (c—0)>+4-bc/2
= ? — 2bc+ b + 2bc
=%+ 2.

Det hér beviset hdarror fran en indisk matematiker, Bhaskara, verksam omkring
1150 e Kr. Hans enda kommentar till figuren &r “Se!”.

Det finns anledning att stanna upp och fundera 6ver nagra detaljer i beviset.
Kan man sikert ligga ihop de fyra trianglarna som en kvadrat? Varfor dr halet
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i mitten kvadratiskt? Var har vi anvént att triangeln &r réatvinklig? Lasaren
uppmanas att sjilv tinka igenom dessa fragor.

Det andra beviset anvénder likformighet. I figuren har vi dragit hojden fran
hornet A mot BC. Triangeln AADC ar ratvinklig eftersom AD #r en hojd.
Vinkeln AC &r gemensam for AABC och AADC, varfor de &r likvinkliga och
alltsa likformiga.

C
D
a
b
A B
c
Detta ger
|CD] _ |AC| 2 2
_— = =|A =|BC|-|CD|=a-|CD|.
[AC| ~ [BC| dvs b |AC| |BC|-|CD|=a-|CD|

P4 samma sitt far vi ¢®> = a - |BD| och addition ger
bV’ +c=a-|CD|+a-|BD|=a(|CD|+|BD|)=a-|BC|=ad>

Beviset ser ganska oskyldigt ut, men &r mer komplicerat &n man tror eftersom
det bygger pa likformighet.

Det tredje och sista beviset for Pythagoras sats som vi skall titta pa dr Euklides
bevis 1 Elementas forsta bok (Proposition 47), som har drabbat generationer
av skolelever. Manga har dromt mardrommar om det infér realexamen, men
resonemanget #r faktiskt mycket vackert. I figuren har vi ritat ut kvadrater pa
triangelns sidor.

D
G
E
F
B HO
J K L
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AH &r hojden fran A och K &r dess skidrningspunkt med JL. Vi borjar med
att konstatera att vinklarna AEBC' och ANABJ éar lika eftersom de bestar av
NABC plus en rit vinkel (AEBA respektive ACBJ). Vidare ér |[EB| = |BA|
och |BC| = |BJ|, sa trianglarna AEBC och AABJ &r kongruenta enligt SVS
(man far ju AABJ genom att vrida AEBC 90° medurs kring punkten B).
Alltsa har de samma area. Vi skall beteckna area av en figur (triangel, rektangel,
... ) Amed |A|. Vi har saledes |AEBC| = |AABJ|. Som bas i AEBC viiljer vi
sidan BE. Hoéjden ér da strickan AB (lagg huvudet pa sned eller vrid papperet
for att se dettal). Da blir tydligen

1 1 1
|ANEBC| = 3 |BE| - |AB| = §|AB|2 = §|ADEB|,

ty |BE| = |AB|.
Som bas i AABJ viljer vi BJ och da blir h6jden strickan BH. Alltsa

1 1
|AABJ| = 3 -|BJ|-|BH| = |BJKH|.

Det foljer nu att |ADEB| = |BJK H|. Pa samma sétt visar man att |CFGA| =
|HKLC|. Adderar vi sa far vi

b + ¢ = |CFGA|+ |ADEB| = |HKLC| + |BJKH| = |BJLC| = a®.

Anledningen till att Euklides véljer det hér beviset snarare &n det som ar vart
andra dr formodligen att det hér inte anvénder likformighet, som behandlas
forst senare i Elementa. Beviset dr en liten juvel, men Euklides har faktiskt
bara skyfflat problemet med likformigheten under mattan: areabegreppet &r
ndmligen inte sa okomplicerat som man kunde tro. I sjélva verket &r de tva
senare bevisen néstan lika: Formlerna b = a - |CD| och ¢ = a - |BD| betyder
ju precis att |ADEB| = |BJKH| respektive |CFGA| = |HKLC|.

Omuindningen till Pythagoras sats

I en rdtvinklig triangel med hypotenusa a och kateter b, ¢ giller a? = b + 2.
Men finns det nagra andra trianglar som uppfyller detta? Eller maste en triangel
i vilken giller a? = b2 + ¢? vara ritvinklig? Lat AABC vara en triangel sddan
att a®> = b? + %, dir a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB|. Betrakta en annan triangel
AA'B'C’, dér vinkeln vid A" &r rét och |A'C'| = b, |A'B'| = c.

A& . A,& .

Enligt Pythagoras sats pa AA’B'C’ &r
|BICI|2 — b2 + 02 — a2 — |BC|2,
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sa |B'C'| = |BC|. Alltsa har trianglarna AABC och AA’B’'C’ samma sidor och
dr kongruenta enligt SSS. Men da ar d&ven AABC rétvinklig vid A. Pythagoras
sats giiller saledes bara i ratvinkliga trianglar.

L&s ovanstaende en gang till och ldgg mérke till logiken: Om en triangel &r
ratvinklig sa géller Pythagoras sats i den. Omvént, om Pythagoras sats giller,
sa ar triangeln ratvinklig. Dessa tva pastaenden betyder inte samma sak, de gar
sa att sdga at olika hall.

Historisk kommentar

Nér Pythagoras levde &r oklart, men ofta anges 585-500 f Kr. Han var fodd
pa 6n Samos i den grekiska Gvérlden, men var tvungen att fly till Kroton i
sodra Italien, diar han grundade en filosofskola som kallas den pythagoreiska
skolan. Pythagoréerna sysslade bl a med talmystik och har spelat en stor roll
i idéhistorien. Pythagoras sats var kdnd minst 1000 ar fére Pythagoras, bl a
i Babylonien under Hammurabis tid. Det &r tdnkbart att Pythagoras gjorde
studieresor till Orienten och lidrde kénna satsen dér och kanske var han i alla
fall den forste som bevisade den.

2.10 Herons formel

En triangels area dr bestdmd av sidorna, men exakt hur ser sambandet ut? Vi
skall hirleda en vacker formel for arean. Héirledningen &r egentligen en nyttig
ovning 1 algebra snarare &n i geometri. I triangeln AABC' sétter vi |[AB| =
¢, |AC| = b,|BC| = a. Drag hojden fran C mot AB och beteckna fotpunkten
med D. Sétt h = |CD|,z = |AD|. Da &r alltsd |BD| = ¢ — x och arean av
AABC ér T = ch/2.

C

D B

Trianglarna AADC och ACDB &r riatvinkliga och Pythagoras sats ger
b> = 2? + h? respektive a® = h? 4 (c — x)%
2 2

Subtraktion av dessa ger a? — b? = (¢ — x)? — 2% = ¢? — 2cx, alltsa

_b2+02—a2
B 2¢ '

T

(%)
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Vi far

R = b?—2%=(b+x)(b—2)
b2 4 2 — g2 b2 42 — g2
= b+ 2c A 2c )
_ 2bc+ b2 +c* —a? 2bc—b? - + a?
B 2c ' 2c
b+ —a® a®—(b—c)?
B 2c ' 2c
_ (b+cta)btc—a)at+b—c)la—b+c)
4c? '

Léagg maérke till hur nyttig och anvindbar konjugatregeln &r! Vi infor nu be-
teckningen p for halva omkretsen av AABC, dvs p = (a + b+ ¢)/2. Da &r
b+ c—a=2(p—a) osv och inséttning ger

p2 - Wpe—a)lp—b)p—c) _ 4plp—a)lp—b)(p—¢)
- 4¢? o c? '

Slutligen far vi uttrycket for arean:

1 Vipp—a)lp—bp—c) _ Vo(p — a)(

1
T: — = —
5 =3¢ c

p— b) (p - C)’
vilket &r Herons formel. Har har vi antagit att punkten D ligger pa AB och inte
pa dess forléingning. Beviset i det senare fallet &r helt analogt och det 6verldmnas
till ldsaren att fylla i detaljerna.

Formeln (x) har en konsekvens som kan vara vird att ndmna. I figuren &r ju
x/b = cos(ANA)°, som ger

a? = b + ¢ — 2bc - cos(ANA)°,

alltsa cosinussatsen.

Heron var grekisk matematiker verksam i Alexandria under slutet av det forsta
arhundradet e Kr. Han sysslade med matematik, astronomi, fysik och teknik
och &r kind bl a for en skiss av historiens forsta angmaskin, Herons angkula.
Herons formel hirstammar fran Arkimedes (287-212 f Kr).

2.11 Parallellogrammer

En parallellogram ér en fyrhérning i vilken motstaende sidor (i figuren AD och
BC respektive AB och CD) #r parallella. Drag diagonalen AC. Eftersom AB
och C'D &r parallella sa &ér alternatvinklarna ABAC och AAC D kongruenta och
pa samma sitt far vi att ADAC = ANACB. Alltsa ir AABC = ACDA enligt
VSV eftersom sidan AC &r gemensam. Med andra ord &r motstaende sidor i
en parallellogram lika langa och motstaende vinklar lika stora. Drag nu bada
diagonalerna AC och BD och beteckna deras skdrningspunkt med E. Som ovan
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far vi AEAB = AECD och NABE = ANCDE. Eftersom |AB| = |CD|, sa ger
VSV att AABE = ACDE. Alltsa #r |AE| = |CE| och |BE| = |DE]|, dvs
diagonalerna delar varandra mitt itu.

I )

A—™B

En rektangel ér en fyrhorning i vilken alla vinklar dr rdta. En kvadrat &r en
rektangel i vilken alla sidor #r lika langa.?

2.12 Ovningar

1. Ange vilka trianglar som &r kongruenta respektive likformiga. Vinklarna
ar i grader.

AR

3Ibland hér man talas om absurda diskussioner om huruvida en kvadrat &r en rektangel
eller om begreppet rektangel dr reserverat for rétvinkliga fyrhérningar med tva olika langa
sidor. Saken dr dock mycket enkel: en kvadrat &r en speciell rektangel.
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2. I AABC dr D en punkt pa sidan AB. Maste AABC vara likbent (JAC| =
|BC|) om

a) NACD = ADCB och |DB| = |CD|?
b) AADC 22 ABDC och |AD| = |DB|?
¢) NACD = ADBC och NADC = ABDC?

d) NACD =2 ADCB och |AD| = |DBJ? (Svarare, man maste nog anvinda
det falska kongruensfallet eller bisektrissatsen.)

Bevisa eller ge motexempel!

3. Nedan finns Euklides bevis for basvinkelsatsen (Proposition 5 i Elementas
forsta bok), alltsa pons asinorum. Lis beviset, téink igenom det och jamfor
med Pappos bevis i texten.

Givet dr alltsa en triangel AABC sadan att |AB| = |AC|. Forldng AB och
AC till D respektive F och avsitt en godtycklig punkt F mellan B och
D. Avsitt G pa CF sa att |AF| = |AG|. Enligt SVS dr AAFC =2 ANAGB,
vilket ger

ANAFC = NAGB, AACF = NABG och |CF| =|BG).

Vidare &r |BF| = |CG|, sa SVS igen ger ABFC = ACGB eftersom
|CF| = |BG| och ABFC 2 ANCGB. Men da ér speciellt AFCB 2 A\GBC,
vilket tillsammans med AABG = ANACE ger det efterlangtade ANABC =
NACB.

A

4. N&r man drar medianerna i en triangel uppstar sex sma trianglar. Bevisa
att de har samma area.

5. I AABC &r D en punkt pa AB och E en punkt pa BC. Vi har ADEB =
ADBE, |AD| =4,|BD| =2,|BE| =3 och |CE| = 6. Berékna |AC|.

6. I AABC &ar AA riat. En kvadrat ADEF &r inskriven i triangeln sa att
D ligger pa AB, E pa BC och F pa AC. Bestdm kvadratens sida om
|AB| =8, |AC| = 4.
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

I AABC ligger D pa AB och E pa AC. 1 vilket/vilka av fsljande tva fall
kan man sikert siiga att |AD| = |AF|? Bevisa eller ge ett motexempel.

a) |BD| = |CE|, ABCD = N\CDE
b) |BD| = |CE|, ABCD = AA.

Berékna |BD| i figuren.

ABCE =2 N\CEB = ANFCE

I AABC ir |AB| = |AC| = 10 och |BC| = 12. Genom A gar tre linjer
som delar AA i fyra kongruenta delar. Bestdm ldngderna av de fyra delar
som BC' delas i av dessa linjer.

I AABC &r AC rdt. D dr mittpunkten pa AB. Antag att |[BC| = 6 och
att triangelns area dr 24. Berékna |DC/|.

I AABC i&r |AB| = 3,|BC| =5 och |AC| = 4. Bestédm léngden av bisek-
trisen fran B.

I AABC dr AA riit. Punkten D dr mittpunkt pa AB och |BC| =5, |CD| =
4. Hur langa dr AB och AC?

I en fyrhorning dr motstaende vinklar lika stora. Visa att fyrhérningen ar
en parallellogram.

I en fyrhorning &r motstaende sidor lika langa. Visa att fyrhorningen &r
en parallellogram.

Bevisa att i parallellogrammen ABC'D giller parallellogramlagen | AC|? +
|BD|? = 2|AB|? + 2|AD|?.

D C

A E

F B

Ledning: Anviand Pythagoras sats pa AAFD och ABEC.

I figuren ovan later vi a vara lidngden av basen AB och h hojden, dvs
lingden av DF'. Motivera varfér arean av parallellogrammen &r ah.
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17. Ten fyrhorning &r tva av sidorna parallella och lika langa. Maste fyrhérningen
vara en parallellogram?

18. ABCD é&r en fyrhorning och E #r diagonalernas skidrningspunkt. Kan man
sikert siga att AB &r parallell med CD i foljande fall? Om svaret &r nej,
sa skall du ange ett motexempel.

a) |AE| = |DE|, |BE| = |CE]
b) NA=ANC, AB=AD
c) |AE| = |BE|, |CE| = |DE]

d) |AB| = |CD|, AB 2 AD (Ledning: Anviind eventuellt det falska kon-
gruensfallet.)

19. En romb &r en fyrhorning i vilken alla sidor dr lika langa. Visa att en
parallellogram &r en romb om och endast om diagonalerna skir varandra
under rét vinkel.

20. T en (konvex) fyrhérning ABCD giller att AB ir lika lang som AD och
BC lika lang som C'D. Om FE #r diagonalernas skédrningspunkt, sa géller
vidare att AF &r lika lang som CE. Visa att ABC'D &r en romb.

21. Ett parallelltrapets dr en fyrhorning i vilken tva sidor &r parallella. T ett
visst parallelltrapets dr en av de parallella sidorna dubbelt sa lang som
den andra. Visa att vardera diagonalen skéir av den andra en tredjedel.

22. 1 parallellogrammen ABC'D drar man en linje genom A. Linjen skér dia-
gonalen BD i E, sidan CD i F och BCs foérlingning i G. Bestdm |FG| da
det &r kiint att |[AF| = 12,|EF| = 9. Ledning: Bestdm forst |DF|/|AB].

A D

C G

23. Visa att om diagonalerna i en fyrhoérning ér lika langa och delar varandra
mitt itu, sa dr fyrhorningen en rektangel.

24



3 Cirklar

En cirkel bestar av alla punkter som har samma avstand till en viss given punkt.
Avstandet ifraga kallas cirkelns radie och den givna punkten fér medelpunkt.?
En korda dr en stricka eller linje som forbinder tva punkter pa cirkeln, t ex
AB i figuren (korda kommer av ett grekiskt ord som betyder stréng, jfr chord
pa engelska). En korda som gar genom medelpunkten kallas forstas diameter
("mita genom” pa grekiska) och en stricka som férbinder medelpunkten med
en punkt pa omkretsen kallas radie. Tva punkter pa cirkeln bestdmmer tva
cirkelbagar.

M medelpunkt
AC diameter
A C' MD radie
D AB korda (liksom AC)

3.1 Periferivinkelsatsen

I nésta figur har vi ritat ut tva vinklar pa bagen AB. Den ena dr medelpunktsvin-
keln NAMB (M &r medelpunkten) och den andra &r en periferivinkel (ibland
kallad randvinkel) AACB. Vi skall bevisa periferivinkelsatsen, som séiger att
medelpunktsvinkeln alltid &r dubbelt sa stor som periferivinkeln,

(NAMB)° =2- (NACB)°.

C

D

Drag diametern C'D. Triangeln AAMC' &r likbent eftersom bade AM och CM
ar radier i cirkeln. Alltsa ar

(NAMD)® =180° — (NAMC)° = (N\CAM)° + (NACM)°® =2 - (NACM)°.

40Omradet innanfér cirkeln brukar kallas cirkelskiva, men ibland séiger man cirkel dven om
detta. I sa fall kan man kalla sjilva cirkeln fér omkrets eller periferi. Sammanhanget far avgora
vad man menar.

25



P4 samma sétt far vi (ABMD)® = 2 - (ABCM)®° och addition av dessa ger
resultatet. Lésaren far sjalv fundera igenom hur beviset gar till i det fall da M
ligger utanfoér vinkeln AAC'B.

Periferivinkelsatsen har en omvéndning som har ett visst intresse. Antag att C’
ar en punkt sadan att vinkeln AAC’B #r hilften av AAM B. Da maste C’ ligga
pa cirkelperiferin. For antag t ex att C’ ligger utanfér cirkeln och lat C i sa
fall vara en punkt pa periferin och inuti AAC’B. Enligt periferivinkelsatsen &r
NACB = NAC'B, sa den stora vinkeln vid C &r lika med 360° — (AACB)° =
360° —(AAC'B)°. Eftersom vinkelsumman i fyrhérningen C' AC' B &r 360 grader,
sa foljer det av detta att bade AC’AC och ACBC’ ir 0, vilket motséger att C’
ligger utanfor cirkeln. Fallet da C’ ligger inuti cirkeln hanteras pa samma sétt.

C,

A

En konsekvens av periferivinkelsatsen &r att alla periferivinklar pa samma bage
dr lika stora. De tre vinklarna i figuren &r alltsa lika stora.

3.2 Tangenter

For skdrningen mellan en cirkel och en linje finns det tre mojligheter, nimligen
att de inte skdr varandra, att de skér varandra i en punkt samt att de skér
varandra i tva punkter. I det andra fallet nuddar linjen alltsa cirkeln och man
siger att den &r en tangent till cirkeln.

(1
N




En viktigt faktum om tangenter ar att radien i tangeringspunkten dr vinkelrdt
mot tangenten. Att det maste vara pa det séttet kan man gott tro pa utan
bevis (det ser ju likadant ut pa bada sidor om tangeringspunkten), men fér den
intresserade skall vi i alla fall ge en motivering. Antag forst att tangenten AB
inte dr vinkelrdt mot radien. Drag en linje M P som &r vinkelrit mot AB. Da
ar radien M C hypotenusa i en ratvinklig triangel AM PC och da kateterna &r
kortare &n hypotenusan, sa far vi |M P| < |MC|. Men da méaste P ligga innanfor
cirkeln och linjen AB skira cirkeln i tva punkter.

A andra sidan kan man bevisa att en linje som skér cirkeln och &r vinkelriit
mot radien i skdrningspunkten maste vara en tangent: For betrakta linjen DE
i figuren och antag att den &r vinkelridt mot radien M D. Triangeln AM DE &r
likbent och alltsa &r &ven AM ED réit. Men en triangel kan naturligtvis inte ha
tva rédta vinklar.

Kordasatsen handlar om skdrningar mellan kordor i en cirkel eller deras forléng-
ningar. I forsta fallet av kordasatsen skér tva kordor AB och C'D varandra i en
punkt P inuti cirkeln: Vinklarna AAC'D och AABD ér lika eftersom de bada
star pa bagen AD. Av samma skil dr vinklarna AC AB och AC'DB lika, sa enligt
VVV ar AAPC och ADPB likformiga, alltsa

|AP| _ |CP|

|DP|  |BP|’
vilket ger
|AP|-|BP|=|CP|-|DP|.

Detta ar forsta fallet av kordasatsen.

C

A D

I det andra fallet ligger skdrningspunkten P utanfor cirkeln: Nu &r trianglarna
AAPD och ACPB likformiga. For vinkeln AP &r gemensam och ABAD och
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ABCD star pa samma bage, sa likformigheten foljer aterigen av VVV. Alltsa
ar

eller
|AP|-|BP|=|CP|-|DP]|,
vilket ar det andra fallet.

c P

A

Lagg miérke till att forsta och andra fallet formellt ser exakt likadana ut. Det
tredje fallet dr egentligen ett urartningsfall, da en av kordorna har évergatt till en
tangent (man kan séga att punkterna C och D i figuren ovan har sammansmaélt):
Punkten O ér cirkelns medelpunkt. Enligt periferivinkelsatsen &r (ABOC)° =
2 - (ABAC)° och eftersom triangeln ACOB ir likbent (bade OC och OB ir
radier), s& dr

180° — (ABOC)°
2

(NOCB)° = =90° — (ABAC)".

C

A

Tangenten C'P &r vinkelrdt mot radien OC, sa (ABCP)° = 90° — (A\OCB)° =
(ABAC)°. Enligt VVV igen d&r ACBP och AACP likformiga, varfor

|AP| |CP|

= h alltsa |AP|-|BP| = |CP|>.
|CP| |BP| ocC a Sa ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ |

Lagg miérke till att detta dr precis vad man far om man i det andra fallet sétter
C=D.
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I det fjdrde och sista fallet har bada kordorna urartat till tangenter:

C

A
Vinklarna AOAP och AOCP #r réta, sa Pythagoras sats ger
|AP|?> = |OP|> - |OA]> = |OP]> = |OC|* = |CP|?, alltsa |AP|=|CP].

Fjarde fallet sidger saledes att de tva tangenterna fran en punkt utanfér en cirkel
till cirkeln &r lika langa.

3.3 Omskrivna cirkeln

En cirkel som gar genom alla tre hérnen i en triangel A ABC kallas en omskriven
cirkel till triangeln. Vi skall bevisa att varje triangel har precis en omskriven
cirkel samt bestdmma dess medelpunkt och radie. Om det finns en omskriven
cirkel till AABC, sa har dess medelpunkt O samma avstand till A, B och
C. Men en punkt som har samma avstand till tva givna punkter ligger pa
mittpunktsnormalen till strickan mellan de givna punkterna. Alltsa ligger O -
om den finns - pa mittpunktsnormalen till strickorna AB och AC'. Men da vet
vi hur vi skall bevisa att den omskrivna cirkeln finns.

For dra mittpunktsnormalerna till tva av sidorna i AABC, ség till AB och AC.
Kalla deras skdrningspunkt fér O (vi bor kanske notera att normalerna faktiskt
skér varandra, ty annars vore de parallella och da vore sidorna ocksa parallella).
Eftersom O ligger pa mittpunktsnormalen till AB, sa har den samma avstand till
A och B. Eftersom O ligger pa mittpunktsnormalen till AC, sa har den samma
avstand till A och C'. Alltsa har den samma avstand till alla tre hérnen och da
den har samma avstand till B och C sa ligger den dven pa mittpunktsnormalen
till BC'. Vi har tydligen bevisat att de tre mittpunktsnormalerna i en triangel
skdr varandra i en punkt O. Cirkeln med medelpunkt i O och radie OA gar
genom alla tre hornen och &r saledes en omskriven cirkel.
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Vi har skrivit en omskriven cirkel ovan. Kan det finnas flera? Nej, det framgar
av det forsta stycket. Medelpunkten i en omskriven cirkel maste ligga pa alla
tre mittpunktsnormalerna och alltsa vara deras skdrningspunkt, dvs O.

Ett annat sitt att formulera ovanstaende &r att det genom tre punkter som inte
ligger pa en riit linje gar en och endast en cirkel.’

I figuren ovan d&r AAOB dubbelt sa stor som AAC B enligt periferivinkelsatsen.
Om triangeln AABC ér trubbvinklig vid C, sa blir AAO B storre dn 180°, vilket
betyder att medelpunkten O ligger utanfor triangeln. Omvéandningen ar forstas
ocksa sann, dvs om O ligger utanfor AABC' sa &r triangeln trubbvinklig.

C

Det finns en elegant formel for omskrivna cirkelns radie Rp som vi nu skall
hérleda. Sétt |[AB| = ¢, |AC| = b,|BC| = a. I figuren nedan &r D mittpunkten
pa AB, sa OD &r vinkelrdt mot AB.

Triangeln AABO ér likbent, sa AAOD é&r hélften av AAOB. Men ANAOB &r
dubbelt sa stor som AACB, sa NAOD = ANACB. Drag hojden AFE fran A
mot BC. Trianglarna AADO och AAEC &r riatvinkliga och alltsa dr alla tre
vinklarna lika. De &r tydligen likformiga, varfor

|AO| _ |AC| Ro b

[AD] _ [AE] 7 2 W

5Tbland #r det bekvimt och dndamalsenligt att betrakta en linje som en cirkel med oéndlig

radie.
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dér h ar langden av hgjden mot BC. Omskrivning ger

be _ abe _ _abe
~ 2h 2ah  4-ah/2’

Men ah/2 dr inget annat &dn arean av AABC. Om vi betecknar den med T, sa
far vi formeln

abc

3.4 In- och vidskrivna cirklar

En cirkel som tangerar alla tre sidorna i en triangel kallas en inskriven cirkel.
En cirkel som tangerar en av sidorna och de tva andras forlingningar kallas
en vidskriven cirkel. Vi skall bevisa att varje triangel har en (och endast en)
inskriven cirkel och tre vidskrivna cirklar samt bestdmma deras medelpunkter
och radier.

Inskriven cirkel Vidskriven cirkel

Minns nu att bisektrisen till en vinkel bestar av de punkter som har samma
vinkelridta avstand till de tva vinkelbenen. I AABC' i figuren kallar vi AD en
inre bisektris. I figuren &r sidorna AB och AC forléngda forbi A. Yttervinklarna
vid A &r som vi har sagt tidigare ABAE och ACAF. De ér forstas lika stora
och lika med summan av innervinklarna AABC och AAC B. Bisektrisen GH till
dessa tva yttervinklar kallar vi en yttre bisektris.
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E H
Inre och yttre bisektriser

Det finns alltsa tre yttre och tre inre bisektriser. Lagg mérke till att de inre
och yttre bisektriserna vid samma horn #r vinkelridta (varfor?). Drag tva av de
inre bisektriserna AD och BE och beteckna deras skdrningspunkt med I. Da
har I samma (vinkelrita) avstand till AB som till AC eftersom I ligger pa AD.
Men [ ligger &ven pa BE och har darfér samma avstand till BC' som till BA.
Alltsa har I samma avstand till alla tre sidorna i triangeln. Harav drar vi forst
slutsatsen att I dven ligger pa bisektrisen fran C'.

C

A B

Drag hojderna fran I mot sidorna och beteckna fotpunkterna med P, Q, R. Da
har vi visat att |[IP| = |IQ| = |IR|. Drag en cirkel med medelpunkt I och radie
IP. Den gar tydligen dven genom ) och R och eftersom IP #r vinkelrdt mot
BC, sa tangerar den BC' i punkten P. Cirkeln med medelpunkt I och radie I P
ar saledes en inskriven cirkel.

C

A B
P

Det kan bara finnas en inskriven cirkel. Ty lat I’ vara medelpunkt i en inskriven
cirkel C. Da har I’ samma avstand till alla tre sidorna i triangeln och ligger
dérfor pa alla tre bisektriserna. Men bisektrisernas skérningspunkt ar ju som vi
sag nyss punkten I, sa I’ = I. Radien i C dr det vinkelrita avstandet fran I’ till
BC, dvs IP. Alltsa ar C samma cirkel som vi konstruerade ovan.

Idén i konstruktionen av de vidskrivna cirklarna &r att istdllet dra de yttre
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bisektriserna vid B och C. Beteckna deras skéirningspunkt med H.
F

A
B

Da har H samma avstand till BE som till BC' och som till CF. BE och CF &r
ju forlangningarna av AB respektive AC, sa H har samma avstand till AE som
till AF, vilket betyder att H ligger pa (férlingningen av) den inre bisektrisen
till A. De tva yttre bisektriserna vid B och C' samt den inre bisektrisen vid A
skér tydligen varandra i en punkt som har samma avstand till BE, C'F och BC,
varfor den dr medelpunkt i en cirkel som tangerar BC' och forlangningarna av
AB och AC'. Det finns alltsa vidskrivna cirklar. Att det bara finns en vid varje
sida ser man genom att kopiera beviset for att det bara finns en inskriven cirkel.
Nésta figur visar bade den inskrivna och de vidskrivna cirklarna.

Vi skall berdkna radierna i de in- och vidskrivna cirklarna och bérjar med den
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inskrivna. Beteckna dess radie med R;. Infor fér enkelhets skull beteckningarna
|AB| = ¢,|AC| = b,|BC| = a. I figuren & P,Q, R de punkter i vilka den
inskrivna cirkeln tangerar triangelns sidor. Da &r I P héjd i AABI, som alltsa
har arean Ry - ¢/2. P4 samma sétt far vi att arean av ABCI och AAIC dr
Ry - a/2 respektive Ry -b/2.

C

A B

Arean T av AABC &ar summan av smatrianglarnas areor, dvs

Rr-¢ Rry-a Rp-b a+b+ec
. t Tt = s
dér p ar halva omkretsen av AABC'. Alltsa ar
T
Ry = —.
p

Radien i den vidskrivna cirkeln vid BC' betecknar vi med R, osv. Vi skall
beriikna arean av fyrhorningen ABC H i figuren nedan pa tva olika sétt.

R A

A ena sidan dr den sammansatt av de tva trianglarna AABC och AACH. Som
bas i den senare viljer vi AC och da &r héjden Ry eftersom radien i tangerings-
punkten &r vinkelrit mot tangenten AC. Arean av ABCH blir T + Ry, - b/2,
dir T &r arean av AABC. A andra sidan #r ABCH sammansatt av AABH
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och ABCH. Som bas i den forra viljer vi sidan AB och héjden &r da radi-
en HR eftersom den &r vinkelrdt mot ABs forlingning. Arean av AABH é&r
tydligen Rp - ¢/2 och analogt far vi att arean av ABCH &r Ry - a/2. Alltsa dr
T + Ryb/2 = Rpa/2 + Rpc/2, vilket ger

T T
(a+c—0b)/2 p—b

Ry =

3.5 Ett vackert bevis for Herons formel

Som avslutning pa det hér avsnittet skall vi anvénda in- och vidskrivna cirklar
for att ge ett elegant bevis for Herons formel. Det dr mer geometriskt dn det vi
gav i ett tidigare avsnitt. Vi borjar med att berikna avstanden fran hornen i
AABC till de in- och vidskrivna cirklarnas tangeringspunkter med sidorna.

y

A X y BA By
Kom ihag att de tva tangenterna fran en punkt till en cirkel &r lika langa. I
figuren till vénster ser vi att x +y = ¢, 4+ 2z = b, y + z = a. Eftersom
T+ y+ z = p, sa ger detta omedelbart xt =p—a, y=p—>5b, z=p —c. Den
hogra figuren ger x +y = a, £ +b = y+ ¢ (den andra av dessa likheter foljer av
att tangenterna fran A ir lika langa), varave =p—b, y=p —c.

I figuren nedan dr bade den inskrivna och en av de vidskrivna cirklarna utritade.
Den inskrivna cirkeln tangerar AC' i D och den vidskrivna i E. Medelpunkterna
betecknas I respektive Oy. Vinkeln ATAQy &r rit eftersom den dr vinkeln mellan
de inre och yttre bisektriserna. Vinklarna ATDA och AO,EC' &r ocksa réta. Av
(ADIA)® 4+ (ADAI)® = 90° och (ADAI)® + (AEAOy)° = 90° far vi ADIA
AEAQOy och det foljer att ATAD ~ AAOE. Alltsa ar

IID|  |AE|
[AD| |OpE|"

dvs RiRy=(p—a)lp—oc).

Enligt formlerna f6r in- och vidskrivna cirklarnas radier ar emellertid R; Ry =
T2 /p(p — b). Sétter vi samman dessa tva likheter, sa far vi

1% =p(p—a)(p—b)(p — o),

alltsa Herons formel.
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A

3.6 Cirkelfyrhorningar och Ptolemaios sats

Till varje triangel finns det som vi har sett en omskriven cirkel, men alla
fyrhorningar har inte omskrivna cirklar. En fyrhérning som har det kallas en
cirkelfyrhorning. Rektanglar &r cirkelfyrhorningar, men det finns forstas gott om
andra ocksa. Vi skall borja med att bevisa att en fyrhérning ABCD dr en cir-
kelfyrhorning om och endast om motstaende vinklar har summan 180°. I figuren
dr ABCD en cirkelfyrhérning (O &r cirkelns medelpunkt). Medelpunktsvinklar-
na som svarar mot AD respektive AB dr markerade u respektive v. Summan
av dessa dr ett helt varv, sa summan av AB och AD &r ett halvt varv enligt
periferivinkelsatsen.

D

A B

For omvéndlingen antar vi att det i fyrhorningen ABCD (figur 2) giller att
(ANA)° + (AC)° = (AB)° + (AD)° = 180°. Vi skall alltsa bevisa att den kan
skrivas in i en cirkel. Omskriv en cirkel till ABCD och lat dess medelpunkt
vara O. Medelpunktsvinkeln for den av cirkelbagarna mellan B och D som C'
inte ligger pa ér 2 - (AC)°, sa medelpunktsvinkeln f6r den bage som C ligger pa
dr 360° — 2 - (AC)°. Enligt forutsidttningen dr vinkeln ABAD hélften av detta,
sa periferivinkelsatsens omvéndning ger att A ligger pa cirkeln.
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A B

I cirkelfyrhorningar géller ett vackert samband mellan lingderna av sidorna och
diagonalerna, Ptolemaios sats, som sédger att med beteckningar som i figuren sa
ar

|AB|-|CD|+ |AD|-|BC|=|AC|-|BD|.
I figuren har vi markerat en punkt E pa AC sadan att NAADE = ABDC.

Eftersom periferivinklarna ADAC och ADBC' bada star pa kordan DC'|, sa &r
de kongruenta och enligt VVV ar AAED ~ ABCD.

D

Hérav foljer

|AE| _ |BC|

= litsa |AD|-|BC| = |AE|-|BD|.
Dl = [gp|: "l 14D |BC|= |AB|

Vi har ocksa AABD = NACD och NAADB = NEDC, sa NABD ~ AECD.
Alltsa ar
|AB| |EC|

—— = —— vilket AB|-|CD|=|EC|-|BD|.
5b| = [cp| Vlketser |4B|-|CD| = |EC|- |BD)

Addition ger

|AB|-|CD|+ |AD|-|BC| = (|JAE| + |EC]) - |BD| = |AC| - |BD|.
Klaudios Ptolemaios (déd ca 165 e Kr) var verksam i Alexandria som mate-
matiker och astronom. Hans mest kidnda verk heter Syntaxis Mathematica pa
grekiska, men dr mer kidnt under namnet Almagest, efter ett arabiskt ord som

betyder ungefir det stirsta (ingen falsk blygsamhet, saledes!). Det dr en hand-
bok i bl a astronomi och innehaller en detaljerad teori fér planeternas rorelser
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i det geocentriska systemet (dvs med jorden i solsystemets centrum), som hade
mycket stor betydelse for virldsbilden d&nda fram till 1600-talet. Ptolemaios var
en av grundldggarna av trigonometrin och Ptolemaios sats kan anvéndas for att
konstruera trigonometriska tabeller.

3.7 Ovningar

1. Ifiguren dr AB och AC tangenter till cirkeln och (ABAC)° = 38°. Bestdm
(ABDC)°.

C

2. En femhorning ABCDE é&r inskriven i en cirkel och (AA)° = 120°, (AB)° =
120°, (AC)° = 110°, (AD)°® = 100°. Bestim (ADAE)® och (ADAC)°.

3. Tva cirklar med medelpunkter D respektive E tangerar varandra pa ut-
sidan i A. BC &r en gemensam tangent (B ligger pa den forsta och C
pa den andra cirkeln) till cirklarna. Bevisa att ABAC #r riit. Ledning:
Bestdm forst (ABDA)® + (A\CEA)°.

4. Lat Cy och Cy vara tva lika stora cirklar som skér varandra i punkterna
A och B. Lat vidare D och E vara punkter pa C; respektive Cs (e] lika
med A eller B).

a) Bevisa att om D och E ligger pa olika sidor om linjen AB, sa &r
ANADB =2 NAEB.

b) Formulera och bevisa ett liknande samband mellan AADB och AAEB
om D och F ligger pa samma sida om AB.

5. AB ar en diameter i en cirkel med medelpunkt M. C &r en punkt pa
cirkeln. Bestdam (ABMC)° om (AABC)° = 80°.

6. AB &r en diameter av langd 13 i en cirkel. C' &r en punkt pa cirkeln sadan
att |AC| = 5. Bestdm |BC|.

7. En fyrhorming ABCD &r omskriven en cirkel, dvs cirkeln tangerar alla
fyra sidorna i fyrhérningen. Bevisa att |AB| + |CD| = |AD| + |BC|.

D C

A
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.
20.

En korda AB i en cirkel forldngs till en punkt P utanfor cirkeln. Man
har |AB| = 5,|BP| = 4 och |[MP| = 10, ddr M &r cirkelns medelpunkt.
Berikna cirkelns radie.

A, B och C &r tre punkter pa en cirkel och P en punkt utanfor cirkeln.
Vidare ligger B, C och P pa en rit linje och AP &r tangent till cirkeln.
Berékna |AP| om man vet att |BP| = 2,|BC| = 4.

AB och CD éar tva kordor i en cirkel. De skir varandra utanfor cirkelni E
under rit vinkel. Antag att |[AE| = 6, |EB| = 4 och |AC| = 10. Berékna
|CD|.

Inuti en cirkel med medelpunkt M och radie 5 liger en punkt P. En korda
genom P vinkelrdtt mot M P har lingd 5. Bestdm |M P|.

Triangeln AABC' &r liksidig och D &r mittpunkten pa AB. En cirkel
gar genom C' och tangerar AB i D. Lat E vara skidrningspunkten mellan
cirkeln och AC'. Beriikna forhallandet |AE|/|CE)|.

Fyrhorningen ABCD é&r inskriven i en cirkel och kordorna AC och BD
delar varandra pa mitten. Bevisa att ABCD é&r en rektangel.

Kordorna AB och C'D i en cirkel &ar parallella pa ett avstand av 3 cm. De
skar diametern E'F' under rit vinkel. Bestdm cirkelns radie om man vet
att |AB| = |CD| = 4 cm.

I en cirkel dras tva kordor AB och C'D som skar varandra i E innanfor
cirkeln. Antag att AACD #r rét och att |[BE| =6, |CE| =12 och |DE| =
8. Bestdm cirkelns radie.

Var ligger omskrivna cirkelns medelpunkt i en réatvinklig triangel?

Bevisa med hjélp av den sista figuren i avsnittet om omskrivna cirkeln att
sin(AC)° = ¢/2Ro och sedan att

sin(AA)°  sin(AB)°  sin(AC)° 1

a N b N c 2Ro
(utvidgade sinussatsen).

Lat O vara medelpunkten i omskrivna cirkeln till AABC. Man vet att
(NAOB)®° : (ABOC)® : (N\COA)° =1:2:3 och att ingen av triangelns
vinklar dr storre d&n 90 grader. Vilken av sidorna i triangeln &r ldngst?
Beridkna langden av den ldngsta sidan om cirkelns radie ar 5.

I AABC ir |AC| = |BC| =12 och Rp = 8. Bestdm |AB).

Bevisa att T = v/RyR,RpR. (beteckningar som i avsnittet om inskrivna
cirkeln).
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21. Bevisa att R, + Ry + R. — R; = 4R, dir Rop &ar den omskrivna cirkelns
radie.

22. Bevisa att

40



4 Lingd och area

4.1 Begreppen lingd och area

Léngd och area ar inte sa enkla och okomplicerade begrepp som man kanske
inbillar sig. Svarigheterna med léngdbegreppet kommer nér man skall definiera
vad man menar med forhallandet mellan tva stréackors lingder och nir man skall
tilldela striackor ldngdmatt. Grekerna sade att tva striackor S; och Sy &ar kom-
mensurabla om de har ett “gemensamt matt”, dvs om det finns en stréicka S som
gar ett helt antal ganger i dem bada. Om den gar n; ganger i S1 och nq ganger i
den andra, sa siger man forstas att forhallandet mellan deras lingder &r ny /no,
dvs ett rationellt tal. Ordet kommensurabla betyder samtidigt métbara. Ar alla
strackor kommensurabla eller finns det sadana som #r inkommensurabla? Ett
annat sétt att uttrycka fragan &r om det finns strackor som har ett irrationellt
forhallande.

Svaret pa fragan dr ja, men att det 6verhuvudtaget finns irrationella tal &r inte
trivialt och upptédckten av dem orsakade ett visst tumult i den grekiska ldrda
vérlden. Enligt den filosofiska och matematiska skola som grundades av Pytha-
goras (ca 585-500 f Kr) i Kroton i sédra Italien kan allt i universum beskrivas
med hela tal, ja, allt &r till och med uppbyggt av hela tal. Pythagoréerna ut-
vecklade en hel virldsaskadning baserad pa denna talmystik och det var en
omskakande upplevelse for dem nér en av deras egna, Hippasos, upptéickte att
sidan och diagonalen i en regelbunden femhoérning &r inkommensurabla strackor.
Forhallandet mellan dessa brukar kallas det gyllene snittet. Enligt en legend blev
Hippasos dodad for att inte kunna sprida den fruktansvirda hemligheten och
enligt en annan fick alla pythagoréer svira att inte avsloja den for utomstaende.
I lirobockerna brukar det forsta irrationella talet som dyker upp vara v/2, men
historiskt var det fsrmodligen det gyllene snittet som var forst. Att v/2 ir irra-
tionellt 1ar ha bevisats forst av Aristoteles (384-322 f Kr).

Elementa (bl a bok V och VI) innehaller en (pafallande modern) teori for in-
kommensurabla storheter som utvecklades av Eudoxos fran Knidos (ca 408-355
f Kr). Det &r existensen av inkommensurabla storheter som gor likformighet till
ett mycket mer komplicerat begrepp &n kongruens. Vi skall inte redogora for
Eudoxos teori hér, utan néjer oss med ett intuitivt langdbegrepp. Ytterligare
komplikationer blir det forstas nédr man skall definiera och beridkna ldngden av
kurvor, t ex omkretsen av en cirkel. Det &r kanske inte sa svart att tro pa att
omkretsen av en cirkel dr proportionell mot radien, dvs att kvoten O/r, dir O
ar omkretsen och r radien, 4r densamma for alla cirklar. Den betecknas sedan
1700-talet med 27, dér 7 &r den grekska bokstaven pi, som motsvarar vart p.
ar den forsta bokstaven i grekiskans ord for omkrets, periferi. Vi har som bekant
T3, 14.

Areabegreppet #r naturligtvis minst lika komplicerat som ldngdbegreppet och
vi skall inte gbéra nagot stort nummer av det heller, utan bara diskutera arean
av nagra vanliga geometriska figurer, ndmligen rektanglar, trianglar och cirk-
lar. Arean av en rektangel dr lika med basen ganger héjden och eftersom en
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riatvinklig triangel kan uppfattas som en halv rektangel, si maste arean av en
sadan vara basen ganger hijden genom 2:

bh bh/2
b b

Triangeln till hoger delas av hojden i tva rétvinkliga trianglar med area zh/2
respektive yh/2 och ligger man ihop dem sa far man arean bh/2 eftersom b =
z + y. Om hojden faller utanfor triangeln sa far man modifiera detta, men det
overldmnas till ldsaren att genomfora detaljerna.

b

En polygons area kan man beridkna genom att dela in den i trianglar. Cirkelns
area hor egentligen mer hemma i en kurs i matematisk analys &n i en i geometri,
men vi skall &nda for fullstindighetens skull kortfattat diskutera den. Vi delar
in cirkeln i n stycken likadana “tartbitar” som i figuren (som visar fallet n = 6).

De kilformade bitarna &r inte trianglar eftersom deras baser &r cirkelbagar, men
om vi gor dem smala (dvs véljer n stort), sa blir de néstan trianglar. Arean av
en tartbit dr ungefdr r - O/2n, dér r &r cirkelns radie och O omkretsen och ju
storre vi gor n, desto béttre borde denna approximation bli. Arean av cirkeln
bor alltsa vara

ﬁ
@)
.
@)

Det hér &r naturligtvis inte ett bevis for formeln for cirkelns area, utan bara en
motivering. Det kan dock kompletteras till ett strikt bevis.

Ett faktum som kan vara virt att ligga pa minnet dr att om man forstorar en
figur i skalan k (vilket innebér en férminskning om k < 1), sa 6kar arean med
en faktor k2. For trianglar &r detta uppenbart ur areaformeln och da foljer det
dven for polygoner. For cirkeln foljer det ocksa ur formeln fér arean. Man kan
visa att det &r sant i allménhet, men beviset kréver redskap som vi inte har hér.



4.2 Mer om areabegreppet

Som avslutning pa det héir avsnittet kan det vara lampligt att diskutera vad vi
egentligen menar med area. Diskussionen kan ocksa illustrera nagra skillnader
mellan vart vardagliga sétt att se pa ett visst begrepp och matematikens syn
pa det, vilket i sin tur kan visa pa nagot av matematikens natur.

Det intuitiva begreppet area betyder innehallet eller storleken av ett omrade, t
ex ett hus eller en griasmatta. I matematiken kan man emellertid inte anvédnda
ett sadant intuitivt begrepp som grund, utan man maste definiera vad man me-
nar. Sjalvklart utgar man fran det intuitiva begreppet area, men innan man har
gett en strikt definition “vet” man sa att séiga inte vad area &dr. Néar man defini-
erar area borjar man med den enklaste typen av geometriska figurer, ndmligen
polygoner. Vad vill vi egentligen att areabegreppet skall uppfylla? Féljande krav
maste nog vara uppfyllda for att vi skall fa nagot vettigt:

Al. Arean av en polygon skall vara ett positivt reellt tal.
A2. Arean av ett omrade som bestar av flera polygoner som inte dverlappar
varandra skall vara summan av delarnas area.

Finns det ett areabegrepp som uppfyller de hér kraven? Lagg miérke till att vi
inte vet det #nnu; kanske &r det sa att det inte finns nagot sadant begrepp!
Men lat oss forsoka i alla fall. Arean av den allra enklaste typen av polygon,
nédmligen rektangeln definierar vi som basen ganger héjden. Detta uppfyller
under alla omsténdigheter A1 for rektanglar. En rektangel kan man ju dela in i
mindre rektanglar pa olika sétt och fragan dr om den hér definitionen uppfyller
A2. Det gor den, vilket man kan visa med viss moda (redan sa hér tidigt stoter
vi alltsd pa ganska svara problem!). En rétvinklig triangel kan vi uppfatta som
en halv rektangel och for att A2 skall vara uppfyllt sa maste vi definiera arean
av en ratvinklig triangel som basen ganger hojden genom 2. Observera att vi nu
maste verifiera att den hér definitionen inte leder till motségelser samt att den
uppfyller Al och A2! Detta later sig goras, men &r inte trivialt pa nagot sétt.
Slutligen kan vi nu definiera area av en godtycklig triangel enligt receptet ovan
och dérefter kroner vi verket genom att definiera arean av en polygon genom
att dela in den i trianglar och summera deras areor. Men aterigen kravs det
hart arbete for att verifiera att denna definition inte leder till motségelser och
att den uppfyller vara krav Al och A2. Hur vet vi exempelvis att arean av en
polygon dr oberoende av hur vi delar in den i trianglar? Slutresultatet dr hur
som helst att det gar att definiera area pa ett invindningsfritt sitt och sa att
Al och A2 &r uppfyllda.

Resonemanget ovan kan tyckas vara invecklat i 6verkant och kanske en och annan
lasare fragar sig vad matematikerna egentligen sysslar med, men matematiken
kan aldrig n6ja sig med intuitiva begrepp eftersom intuitionen faktiskt tar fel
emellanat.

Nu har vi alltsa tillgang till ett fortréaffligt areabegrepp fér polygoner, men hur
skall vi gbra med t ex cirkeln? Vi maste konstatera att den tills vidare inte har
nagon area, helt enkelt for att vi inte har definierat vad vi menar med cirkelns
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area. Vi skall dock inte néja oss med cirkelns area, utan forsoker infora ett mer
generellt areabegrepp. Vad skall man alltsa mena med arean av ett omrade som
begrénsas av nagon kurva, t ex en cirkel eller ellips? Eller arean av omradet
som begrinsas av z-axeln och kurvan y = 22 fran # = 0 till z = 1? Kan man
overhuvudtaget definiera arean av sddana och &nnu mer bisarra omraden? En
egenskap som det intuitiva areabegreppet har och som &r en konsekvens av A2
ar

A3. Om ett omrade €27 ligger inuti ett annat omrade 25, sa har £2; mindre area
an QQ.

Vi betraktar nu polygoner som helt ligger inuti vart omrade ) respektive som
helt tacker det. En polygon som ligger inuti omradet har alltid mindre area &n
en som técker det enligt A3. Det kan vara bra att inféra beteckningen A(P) for
arean av polygonen P. Vi har alltsa

A(P;) < A(Py)

om P; ligger inuti Q och P, técker det (i som i inre och y som i yttre). Nu
kommer den matematiska definitionen av att 2 har en area:

Vi sdger att Q har en area om det finns ett och endast ett tal A som ligger
mellan alla tal A(P;) och A(Py), dir P; och P, har samma betydelse som nyss.
Arean av Q definieras som talet A.

Definitionen &r inte helt ldttgenomskadlig. Nar man har en definition sa maste
man forstas bevisa att det definierade begreppet uppfyller A1 och A2, vilket
inte dr helt enkelt. Sedan kan man borja arbeta och faktiskt forsoka berdkna
arean av nagra omraden. Det visar sig, kanske nagot forvanande, att det finns
egendomliga och bisarra omraden som inte har nagon area enligt den hér de-
finitionen. Hér visar sig matematiken fran sin icke-intuitiva sida, den som goér
matematiken till ett sadant kraftfullt analysinstrument.

Syftet med det hér avsnittet dr forstas inte att ldsaren skall memorera nagra
detaljer, utan bara att visa pa skillnaden mellan ett vardagligt, intuitivt begrepp
och dess matematiska motsvarighet. Det &r mycket nyttigt att fundera éver den
didaktiska sidan av areabegreppet ocksa.
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5 Gyllene snittet, regelbundna manghorningar
och konstruktioner med passare och linjal

5.1 Det gyllene snittet

Det gyllene snittet &r ett sétt att dela en strécka i proportioner som &nda sedan
antiken har ansetts vara sérskilt harmoniska och tilltalande for 6gat. Det &r
intressant ur bade matematisk och konsthistorisk synpunkt. Man séger att en
punkt C' delar en stricka AB i det gyllene snittets proportioner om den mindre
delen forhaller sig till den storre som den storre till hela striackan. I en formel
blir detta

|BC| |AC|

|AC| |AB|

A C B

Sétt a = |AB|, x = |AC|. Da far vi ekvationen

a—x

x
x a

Vi dr bara intresserade av hur stor del av a som x utgor, sa 1at oss sitta v = z/a.%
Ekvationen forenklas till

1 2
——1=7~ eller v +v=1,
gl

vilken man latt 16ser och far

5—1
v = \/_2 ~ (,6180339887.

(Det finns en negativ rot till ekvationen ocksd, men v &r forhallandet mellan
tva strickor och maste vara positivt.)

En rektangel i vilken sidorna har férhallandet ~ kallas en gyllene rektangel.
Sadana férekommer i konst och arkitektur och pa andra stillen. Fasaden pa
Parthenontemplet pa Akropolis ér en gyllene rektangel, liksom en vanlig tdnd-
sticksask och en del tavelramar. Om man fran den gyllene rektangeln till hoger
tar bort kvadraten pa den kortare sidan AD, sa aterstar en mindre gyllene
rektangel BCFE eftersom |EB|/|BC| = |EB|/|AE| = .

6~ &r den grekiska bokstaven gamma, som motsvarar vart g.
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A E B

Fran BCFFE kan man ta bort kvadraten pa EB och far en mindre gyllene
rektangel och sa kan man fortsétta i all oéndlighet — rektanglarna blir mindre
och mindre, men processen tar aldrig slut. Detta kan synas vara en ganska trivial
observation, men har faktiskt stor historisk betydelse. Det var ndmligen pa det
hér sidttet som pythagoréerna upptéckte irrationella tal.

Lat oss bevisa att v inte kan vara ett rationellt tal, ett vanligt brak. For antag
att -y vore rationellt, sig v = b/a, dir a och b ir heltal. Vi har juy < 1,84 b < a.
Vi kan sétta lingden av AB till 1 lingdenhet, sa att |BC| = +. Léngden av EB
drl—y=1-b/a=(a—0b)/a="b1/a,ddr by = a—>. Vihar by < b, ty detta &r
detsamma som a—b < beller a < 2b, dvs vy = b/a > 1/2, vilket &r sant. Om vi nu
tar bort kvadraten pa EB fran BCEF, sa far vi en ny gyllene rektangel i vilken
den kortare sidan har lingd |BC|—|EB| = b/a—bi/a = (b—b1)/a = bz /a. Precis
pa samma sétt som forut ser vi att b < by. Nér vi upprepar detta borttagande
av kvadrater sa far vi rektanglar i vilka den kortare sidan har lingd b;/a, dir
talen by1,bo,bo, ... &r positiva heltal som minskar hela tiden. Men da maste
nagot av dem forr eller senare bli 0, sa processen tar forr eller senare slut. Detta
konstaterade vi ovan att den inte gor, rektanglarna blir férvisso mindre och
mindre, men helt férsvinner de inte. Det foljer att « inte kan vara ett rationellt
tal.

5.2 Den regelbundna femho6rningen

Den regelbundna femhorningen, pa grekiska pentagomen, ar en av geometrins
mest fascinerande figurer. Det gyllene snittet finns pa flera stéllen i den. Den
totala vinkelsumman i en femho6rning dr 540°, sa hornvinkeln i en regelbunden
femhorning dr 540°/5 = 108°. I figuren dr AABC likbent, sa (ABAC)® =
(ABCA)° = (180° — 108°)/2 = 36°. Vinkeln AEAD &r da ocksa 36°, sa

(ACAD)® = 108° — 2 - 36° = 36°.

D4 dr dven (NACE)® = 36°, sa kongruensfallet VSV ger att AABC = AAFC.
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C D

Det foljer att |AF| = |FC| = |AB| = |CD|. Bade AACD och ACDF ir
likbenta med toppvinkeln 36° och &r likformiga enligt SVS. Detta betyder att

|FD| |FD| |CD| |AF|
|AF| |CD| |AD| |AD|’

Likheten mellan ytterleden betyder inget annat &n att punkten F' delar dia-
gonalen AD i det gyllene snittets proportioner! Eftersom AF &r lika lang som
femhorningens sida, har vi ocksa visat att forhallandet mellan sidan och dia-
gonalen i en regelbunden femho6rning dr lika med det gyllene snittet. Om man
ritar in alla fem diagonalerna sa uppstar en stjarna som brukar kallas ett pen-
tagram. Pentagrammet har anvints som symbol i manga olika sammanhang
genom tiderna. Med en spets uppat dr det en Kristussymbol och stjdrnans spet-
sar representerar Kristi fem sar pa korset. Med en spets nedat blir stjdrnan
istédllet en symbol for det onda. Det &r inuti en pentagon med ett inskrivet pen-
tagram man enligt gamla svartkonstbocker skall std om man vill frambesvirja
Mefistofeles.

5.3 Konstruktioner med passare och linjal

Den grekiska geometrin sysslade mycket med konstruktioner med passare och
linjal, dvs att rita olika geometriska objekt eller 16sa problem genom att bara
anvanda passare och linjal. Detta syns tydligt redan i Elementa. Passaren och
linjalen &r de enklaste ritverktygen och det finns forstas en tjusning i att lyckas

47



16sa ett komplicerat problem med sa enkla hjdlpmedel som mdojligt. Ett annat
skél till att man ville anvdnda enbart dessa verktyg var att i synnerhet cirkeln
betraktades som den perfekta formen, rent av en gudomlig form. Man kan fin-
na denna asikt bl a hos Platon (427-347 f Kr), som var en stor auktoritet pa
praktiskt taget alla filosofiska omraden. Passare och linjal kallas ibland ocksa
de platonska hjédlpmedlen.

Med linjal menas hér en ograderad linjal med bara en kant (den far alltsa inte ha
tva parallella kanter). Passaren skall vara en s k euklidisk passare, vilket innebér
att den omedelbart kollapsar nir man lyfter den fran papperet (eller sandladan
eller vad man nu skriver pa for material). Man far saledes inte “matta” en
stricka med passaren for att flytta den. Redan i den andra satsen i Elementa
visar emellertid Euklides hur man &nda kan flytta strickor, sa detta &r ingen
allvarlig inskrénkning. Det man far gora kan alltsa beskrivas sa hér:

o Givet tva punkter far man dra en linje som gar genom dem.

e Givet en punkt och en stricka far man rita en cirkel som har den givna
punkten som medelpunkt och den givna strickan som radie.

Vi skall studera nagra av alla de konstruktioner man kan géra med de platonska
verktygen. Det dr faktiskt forvanande hur mycket man kan géra med sa enkla
medel, som ldsaren kommer att se. Sist skall vi diskutera nagra konstruktioner
som inte kan genomféras och som alltsa visar pa begrédnsningarna. Flera av kon-
struktionerna skall vi bara beskriva och i de fallen maste ldsaren sjéilv verifiera
att de fungerar. Sjalvklart skall man ocksa genomféra konstruktionerna. Det kan
for 6vrigt vara trevligt och nyttigt att fundera 6ver andra sitt att genomfora
konstruktionerna — det finns manga sétt.

Normaler

Lat en striacka AB vara given. Rita en cirkel med medelpunkt A och radie
AB. Rita en cirkel till med samma radie med med B som medelpunkt. Lat
cirklarnas skdrningspunkter vara C' och D. Da dr C'D mittpunktsnormalen till
AB. Man skall lagga mérke till dels att AABC &r likbent, dels att C, B, D
r tre pa varandra foljande hérn i en regelbunden sexhérning med sidan |AB)|
(varfor?). Att man kan konstruera mittpunktsnormaler medfor férstas att man
kan konstruera den omskrivna cirkeln med passare och linjal. Det &r en trevlig
ovning att gora det.

C

/)
\/

D

Att konstruera en linje som &r vinkelrdt mot en given linje L och som gar ge-
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nom en given punkt P klarar man av ldtt nu. Rita nédmligen en cirkel med
medelpunkt P och som skér L. Beteckna skdrningspunkterna med A och B och
konstruera enligt receptet ovan mittpunktsnormalen till AB. Den léser proble-
met. Observera att detta speciellt innebér att vi kan konstruera hojderna i en
triangel med passare och linjal.

Sa langt komna kan vi dven konstruera en linje genom en given punkt P och
parallell med en given linje L. For vi konstruerar férst normalen L’ till L genom
P och sedan normalen till L' genom P. (Det finns andra sétt att gora detta
ocksa.) Vi kan nu dessutom dela en stricka i godtyckligt manga lika langa de-
lar. Vi exemplifierar med tre delar. Lat AB vara en given stricka och drag en
linje L genom A som inte sammanfaller med AB. Avsétt en godtycklig stricka
tre ganger lings L med borjan i A. Lat delningspunkterna vara C, D, E. Drag
BE och konstruera sedan linjer genom C och D som é&r parallella med BE.
Skarningspunkterna mellan dessa och AB ger de stkta delningspunkterna.

Bisektriser

Lat en vinkel med spets P vara given. Sétt passarens spets i P och rita en cirkel
med godtycklig radie. Lat skdrningspunkterna med vinkelbenen vara A och B.
Rita cirklar med samma radie och medelpunkter i A respektive B och antag att
deras skdrningspunkter d&r C och D. Da ar C'D bisektris till vinkeln.

De aritmetiska operationerna med passare och linjal

Att man kan addera och subtrahera med passare och linjal ar inte sa forvanande,
men man kan faktiskt multiplicera och dividera ocksa. Givet &r alltsa stréickor
av lingd a och b och vi skall konstruera strickor av lingd ab och a/b (b # 0). I
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figuren &r DE parallell med BC, sa enligt topptriangelsatsen &r

|AD|  |AE) |AC| - |AD|

|AB|  |AC|’ |AB|
Om vi véljer |[AB| = 1,|AC| = a,|AD| = b, sa far vi |AE| = ab och om vi
villjer |AC| = a,|AD| =1,|AB| = b, sa far vi |AE| = a/b (ténk igenom vad som
hénder da b < 1 respektive b > 1).

dvs |AE|=

A C E
Att detta gar att genomfoéra med passare och linjal dr klart eftersom det bara

giiller att konstruera en linje (némligen DE) genom en viss punkt (D) som &r
parallell med en given linje (BC).

Kwvadratrotter

Annu mer forvanande dr mojligen att man kan konstruera kvadratrotter. Nir-
mare bestdmt skall vi 16sa problemet att konstruera en kvadrat med samma
area som en given rektangel. Om rektangelns sidor &#r a och b skall vi alltsa
konstruera striickan v/ab. Avsiitt pa en linje punkter A, B och C' (B mellan A
och C) sa att |AB| = a och |BC| = b. Lat D vara mittpunkten pa AC och dra
en cirkel med medelpunkt D och radie DA. Dra normalen till AC' i B och antag
att den skir cirkeln i . Da &r |BE| = vab.

E

For att visa detta noterar man forst att AAEC &r riit enligt periferivinkelsatsen
och dérefter att AABE ~ AEBC, varav foljer |BE|/|AB| = |BC|/|BE| och
|BE|?> = |AB| - |BC| = ab. Radien i cirkeln &r (a + b)/2 och det &r klart att
|BE| &r kortare &n radien, sa

\/@S G/-2i-b,

vilket kallas olikheten mellan aritmetiskt (hégerledet) och geometriskt (véinster-
ledet) medelvirde. Man ser ocksa att det blir likhet, vab = (a + b)/2, bara da
BE ér en radie, dvs a = b.
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Tangenter

Man skulle kanske tycka att det &r en enkel match att konstruera tangenterna
fran en given punkt till en given cirkel — det &r ju bara att ldgga linjalen vid
punkten och anpassa den sa att de nétt och jamnt nuddar cirkeln. Tyvérr dr
det inte en tillaten metod eftersom det star i reglerna att man bara far dra en
linje mellan tva givna punkter. Har dr det bara en punkt som dr given och den
andra maste man pa nagot sitt konstruera.

Lat P vara den givna punkten och M medelpunkt i den givna cirkeln. Lat Q
vara mittpunkten pa striackan M P och rita en cirkel C med medelpunkt i Q
och radie QM. Antag att den skér den givna cirkeln i R och S. Da dr PR och
PS tangenter till den givna cirkeln. Ty M P &r en diameter i C, sa AM RP och
AMSP ar rita enligt periferivinkelsatsen, och enligt vad vi sade i avsnitt 6 sa
tangerar PR och PS den givna cirkeln.

R

M
S

En fortséittning pa det héir problemet som lidsaren kan fundera 6ver &r hur man
hittar de gemensamma tangenterna till tva cirklar.

De klassiska konstruktionsproblemen

Det finns tre mycket kinda och berémda geometriska konstruktionsproblem,
némligen vinkels tredelning, kubens férdubbling och cirkelns kvadratur. Till des-
sa kan man ldgga ett fjdrde, ndmligen konstruktion av regelbundna polygoner,
som vi skall diskutera i nésta avsnitt. De hir problemen &r berémda eftersom
de dr mycket gamla, men l5stes (i negativ riktning) forst pa 1800-talet.

Att dela en vinkel i tva, fyra, atta, ... lika delar med passare och linjal ar inget
problem, som vi sag ovan. Men gar det att hitta trisektriserna, de linjer som
delar vinkeln i tre lika delar, med passare och linjal ocksa? Redan under antiken
hittade man flera olika l6sningar pa problemet, men ingen som bara anvénder
de platonska verktygen. Losningarna man hittade dr antingen sadana att de
anvinder otillatna hjélpmedel eller sa leder de bara till ungefirliga tredelningar.

En trevlig men otillaten konstruktion &r foljande av Arkimedes: Lat AABC' vara
den givna vinkeln. Forliang benet BC bakat och sla en cirkel med godtycklig
radie och medelpunkt i spetsen B. Antag att den skir AB i D. Genom D skall
vi nu dra en linje som skér cirkeln i en punkt F' och BC's forlangning i F, dér
EF ér lika lang som cirkelns radie. Da &r AF EB en tredjedel av AABC.
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Kontrollera detta! Det &r forstas strackan DE som dr omojlig att konstruera.

Kubens férdubbling gar ut pa att man med passare och linjal skall konstruera en
kub som har dubbelt sa stor volym som en given kub, vilket &r detsamma som
att man skall konstruera en striicka med lingd /2. Man kan uppfatta det som
en fortsdttning pa problemet att konstruera en kvadrat med dubbelt sa stor area
som en given kvadrat, vilket dr enkelt att 16sa: Diagonalen i den givna kvadraten
ar sidan i den sokta. Det finns ocksa en legend om bakgrunden till problemet.
Den grekiska 6n Delos hirjades pa 500-talet f Kr ev en pestepidemi och for att
fa rad om hur man skulle fa bukt med den skickades en delegation till Apollons
orakel i Delfi. Oraklets svar var att man maste gér Apollons kubformade altare
pa Delos dubbelt sa stort. Huruvida man lyckades stoppa epidemin eller ej
fortdljer inte historien, men problemet kallas ibland for det deliska problemet.

Vi sag tidigare i det hér avsnittet hur man kan konstruera en kvadrat med
samma area som en given rektangel eller, som man sade forr i tiden, kvadrera
rektangeln. Kan man kvadrera en cirkel? Med andra ord, kan man med passare
och linjal konstruera en kvadrat med samma area som en given cirkel?

De hér problemen &dr som sagt mycket gamla och genom tiderna hittade man
pa manga fyndiga l6sningar, men ingen som uppfyller de stranga platonska kra-
ven. 1837 bevisade en fransk matematiker, Pierre Wantzel, att de tva forsta
ar olosbara och 1882 visades detsamma om cirkelns kvadratur av tysken Fer-
dinand von Lindemann. Stanna upp ett 6gonblick och fundera pa detta! Att
problemen &r olosbara beror inte pa att man inte har forsokt tillrackligt mycket
och givit upp, utan de ar verkligen olésbara. En 16sning skulle innebéra en logisk
motségelse av samma slag som 1 = 0. Detta hindrar dock inte att det fortfaran-
de finns personer som forsoker tredela vinklar mm med passare och linjal och en
del av dem skickar sina alster till matematiska institutioner fé6r bedémning, trots
att de kédnner till att det &r omgjligt att 16sa dem. Férmodligen beror detta pa
en missuppfattning av vad omdjligt betyder i matematiska sammanhang; det &r
inte samma slags omdjlighet som nér vi sdger att det dr omojligt att hoppa tre
meter i hojd eller att lira sig latin flytande pa en eftermiddag. Héar har skolans
matematikundervisning utan tvekan en uppgift att fylla.

5.4 Regelbundna polygoner

Man sédger att en polygon, manghorning pa grekiska, ar regelbunden om alla sidor
ar lika langa och alla vinklar kongruenta. Exempel &r alltsa liksidiga trianglar
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och kvadrater. Vi skall boérja med att bevisa att en regelbunden polygon kan
inskrivas i en cirkel, dvs att det finns en cirkel som gar genom alla hérnen. Lat
A, B,C, D vara fyra pa varandra féljande horn i polygonen. Dra den omskrivna
cirkeln C till AABC och lat dess medelpunkt vara O. Enligt SSS &r AOAB =
AOBC och de dr dessutom likbenta. Alltsa &r AOAB =2 AOBA =2 NOBC =
ANOCB och de ér alla lika med halva hérnvinkeln i polygonen. Men da &r dven
ANOCD lika med halva hérnvinkeln och eftersom |CD| = |BC|, sa ger SVS att
AOBC =2 AOCD. Men da &r |OD| = |OB], vilket betyder att D ligger pa C.

A

C D

Vilka regelbundna polygoner kan man konstruera med de platonska hjélpmedlen
passare och linjal? Vi har sett att man léitt kan konstruera en liksidig triangel
med given sida (som for 6vrigt dr den forsta satsen i Elementa) och en kvadrat
ar heller inte sa svart att gora. Det &r faktiskt enkelt att med hjélp av en regel-
bunden polygon konstruera odndligt manga andra. For sig att vi har tillverkat
en n-horning. Skriv in den i en cirkel. Lat A och B vara tva pa varandra féljande
horn och konstruera mittpunkten C' pa AB. Drag en linje fran cirkelns medel-
punkt genom C och antag att den skér periferin i D. Da ar A, D, B tre pa
varandra f6ljande horn i en regelbunden 2n-hérning (varfor?). Alltsa kan man
konstruera regelbundna 6-, 12-, 24-, ... -hérningar eftersom man kan konstruera
en liksidig triangel. Likasa kan man konstruera regelbundna 2"-hérningar foér
alla positiva heltal m.

Konstruktionen av den regebundna femhoérningen, som finns redan i Elementa,
hénger ndra samman med det gyllene snittet. Lat en stracka AB av liangd 1 vara
given och beteckna dess mittpunkt med C. Konstruera en rektangel CBDE
sadan att |CE| = |AB]|. Rita en cirkel med medelpunkt C' och radie C'D. Antag
att den skidr ABs forlingning i F.

Innan vi gar vidare kan vi analysera situationen. Cirkelns radie &r alltsa diagona-
leni CBDE, som enligt Pythagoras sats har lingd v/5/2. Alltsa ér |CF| = /5/2
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och |BF| = (/5 —1)/2 = v, det gyllene snittet. Om vi ritar en cirkel med me-
delpunkt B och radie BF' och betecknar dess skidrningspunkt med AB med G,
sa delar punkten G strickan AB i det gyllene snittets proportioner.

For att fullborda femhérningen ritar vi nu cirklar med medelpunkter i A och B
och med radie |CF|. Lat oss kalla en av deras skirningspunkter fér H. Rita sa
den omskrivna cirkeln till AABH och dessutom en cirkel med medelpunkt H
och radie |AB|. Lat skidrningspunkterna mellan denna cirkel och den omskrivna
vara J och K. Da d&r ABJHK en regelbunden femhorning.

A B

Forklaringen till det #r att lingden av AH &r |OF| = (v/54+1)/2 = v+1, sa att
|AB|/|AH|=1/(y+1) = (y +7?)/(v + 1) = 7, precis som forhallandet mellan
sidan och diagonalen i pentagonen skall vara.

I Elementa visas ocksa hur man med hjélp av en regelbunden femhoérning och
en liksidig triangel konstruerar en regelbunden 15-hérning. For skriv in femhor-
ningen och triangeln i samma cirkel och sa att ett av deras respektive horn
sammanfaller.

A

Medelpunktsvinkeln for kordan BC' i figuren &r

360°  360° 1 1 2
- = (5 — =) -360° = — - 360°
3 5375 15 ’

vilket &r dubbla medelpunktsvinkeln i en regelbunden 15-hérning. Om vi alltsa
delar den pa mitten, sa har vi tre pa varandra féljande horn i 15-hérningen.

Efter Euklides hinde det inte sa mycket pa mer d&n 2000 ar inom omradet kon-
struktion av regelbundna polygoner. Ar 1796 upptickte Karl Friedrich Gauss
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(1777-1855), hur man kan konstruera en regelbunden 17-hérning med bara pas-
sare och linjal. Han har sjilv berdttat hur han sag konstruktionen framfor sig
nér han lag i sin sdng och kunde nér han stigit upp verifiera att den var rik-
tig. Det &r ju lite mérkligt att nista manghtrning man lyckas konstruera &r en
17-hérning och man undrar forstas vad det beror pa. Gauss och Wantzel som
vi ndmnde i det férra avsnittet gav senare ett fullstéindigt svar pa fragan vilka
polygoner som ar mojliga att konstruera med de platonska hjalpmedlen. Innan
vi beskriver deras sats maste vi infora en speciell typ av primtal. Ett tal av for-
men 22" +1 (ddr n =0,1,2,...) kallas ett Fermat-tal efter den franske juristen
och matematikern Pierre de Fermat (1601-55). Vi skall anvénda beteckningen
F, = 22" + 1. De fem forsta Fermattalen dr

Fo=2"4+1=2+4+1=3, F} =5, Fy =17, F; =257 och F; = 65537.

Gauss och Wantzel bevisade att en regelbunden n-hérning kan konstrueras med
bara passare och linjal om och endast om n &r ett tal av formen

n=2"-py-p2-... P,

dar p1,...,pr ar olika Fermat-primtal, dvs Fermattal som dessutom &r primtal.
Faktorn 2™ kommer forstas av att vi alltid kan foérdubbla antalet hérn, som
vi noterade tidigare. De fem forsta Fermattalen &r faktiskt primtal, som man
ganska latt kan kontrollera. Eftersom Fj - F; = 3 -5 = 15, sa ser vi att man
kan tillverka en regelbunden 15-horning, vilket ju stdmmer bra. Dédremot &r
7 inte ett tal av Gauss-Wantzels form, sa en regelbunden 7-hérning kan man
inte konstruera. Talet 9 ar visserligen en produkt av Fermat-primtal, ndmligen
3 -3, men faktorerna &r inte olika. En regelbunden 9-hérning gar dérfor inte att
konstruera. Bade 257- och 65537-hérningarna konstruerades under 1800-talet.

Det sjitte Fermattalet F5 = 4294967297 &r inte ett primtal, det &r nédmligen
lika med 641 - 6700417. Ett av matematikens ol6sta problem &r huruvida det
finns fler Fermatprimtal &n dem vi sag ovan. Att F5 &r delbart med 641 kan
man bevisa med hjélp av en vacker kongruensrékning. Vi har ndmligen 641 =
5-1284+1=15-27+1,584 5-27 = —1 mod 641. Alltsé &r 51-228 = (—1)* = 1. Men
5% = 625 = —16 = —2% mod 641, sa —2% - 228 = 1, vilket betyder att 232 = —1
mod 641. Men d& &r Fy = 232 + 1 = 0 mod 641, vilket #ir detsamma som att
siga att det dr delbart med 641.

For den som vill ldsa mer om regelbundna polygoner och konstruktion av dem
kan foljande trevliga artiklar rekommenderas:

Gauss och den regelbundna 17-horningen av Tord Hall (Elementa 60 (1977):2).

The Simple and Straightforward Construction of the Regular 257-gon av Christi-
an Gottlieb (The Mathematical Intelligencer vol. 21, no. 1, 1999).

5.5 Ovningar

1. Diagonalerna i en regelbunden femhoérning bildar ett pentagram och inuti
pentagrammet uppstar en ny femhoérning. Vad ér férhallandet mellan sidan
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i den och sidan i den stora femhorningen?

. Beriikna lingden av hojden fran A mot sidan C'D (uttryckt i sidan som
langdenhet) i den sista figuren i avsnittet om den regelbundna femhérningen.

. Bevisa att

5—1
cos72° = \/_4 .

. Beskriv hur man inskriver en liksidig triangel i en given cirkel med passare
och linjal.

. Beskriv hur man konstruerar vinklar pa 15, 30, 45 och 60 grader med
passare och linjal.

. AB iar diameter i en cirkel. Visa hur man konstruerar en punkt C' pa ABs
forlangning sadan att |CT| = |AT|, dir T dr tangeringspunkten mellan
cirkeln och tangenten fran C.

. Givet dr tva strickor av lingd a och b. Beskriv hur man med passare och
linjal kan dela en given stricka AB med en punkt F sa att |AE|/|BE| =
a/b.

. Beskriv hur man konstruerar en stréicka med ldngd /5 om en stricka med
langd 1 &r given.
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6 Nagra andra vackra resultat

Elementa &r naturligtvis inte sista ordet vad géller geometri i planet, manga
vackra satser har bevisats efter Euklides. Vi skall titta pa tva resultat som
hirror fran alla tiders mest produktive matematiker, Leonhard Euler (1707-
83). De har ocksa egenskapen att vara synnerligen férvanande (om man inte ar
utrustad med en sjusérdeles geometrisk intuition, forstas). Vi har bevisat att
medianerna i en triangel skidr varandra i tyngdpunkten, sidornas mittpunktsnor-
maler i omskrivna cirkelns medelpunkt och (de inre) bisektriserna i inskrivna
cirkelns medelpunkt. Nu &dr det dags att bevisa att héjderna ocksa skér varandra
i en punkt och att diskutera dess betydelse.

6.1 Hojdernas skirningspunkt och Eulerlinjen

I figuren &r O omskrivna cirkelns medelpunkt och 7" &r tyngdpunkten. Linjen
AA’ dr alltsa en median, OA’ mittpunktsnormal till BC' och A’ mittpunkt pa
BC'. Det kan intriffa att punkterna O och T sammanfaller. I sa fall &r AA’ &ven
mittpunktsnormal till BC och kongruensfallet SVS ger AABA" = NACA'.
Speciellt dr |AB| = |AC/|. Pa samma siitt far vi |AB| = |BC|, sa AABC &risa
fall liksidig.

A

B A C
Om triangeln inte ar liksidig, sa kan vi dra en linje genom O och T'. Lat D vara
en punkt pa OT som inte ligger pa samma sida om T som O och sadan att
|TD| =2-|0T|,dvs |OD| = 3-|0OT)|. Eftersom T delar medianen i férhallandet
1:2, sa har vi
joT| |TA| 1

|TD| |TA] 2

Vidare har vi AOT A’ =2 ADT A eftersom de ér vertikalvinklar. Enligt likformig-
hetsfallet SVS &r tydligen ATOA’ ~ ATDA. Speciellt i&r AOA'T = ANDAT,
vilket medfér att OA’ och AD é&r parallella (AA’ &r transversal till OA’ och
AD). Men OA’ dr vinkelrdt mot BC' (den dr ju mittpunktsnormal), s& AD dr
ocksa vinkelrit mot sidan BC'. Detta visar att AD faktiskt dr hdjden fran hornet
A mot sidan BC'. Alltsa ligger punkten D pa alla tre hdjderna, som tydligen
skar varandra i en punkt. Dessutom har vi visat att omskrivna cirkelns medel-
punkt, tyngdpunkten och hijdernas skdrningspunkt ligger pa en rét linje, den s
k Eulerlinjen.
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6.2 Niopunktscirkeln

Niopunktscirkeln &r som namnet antyder en cirkel som gar genom inte mindre &n
nio naturliga och till synes orelaterade punkter pa eller inuti en triangel. Enligt
Daniel Pedoe, forfattare till flera kéinda och klassiska ldrobocker i geometri, &r
niopunktscirkeln den forsta riktigt upphetsande cirkeln i en grundldggande kurs
i geometri.

I figuren nedan &r

D hojdernas skiarningspunkt,

E, F och G mittpunkterna pa strickorna AD, BD respektive C'D,
A’, B’ och C’ mittpunkterna pa sidorna BC, AC respektive AB,
E', F’" och G’ fotpunkterna fér héjderna fran A, B respektive C.

A
E F
G,
D
C’ B
= G
B
E, A, C

Vi skall bevisa att punkterna F, F, G, A’, B’,C', E’, F', G’ ligger pa en cirkel och
trots den stora méngden punkter att hantera, sa &r beviset forvanande enkelt. Vi
skall forst visa att C’FG B’ ér en rektangel. Punkterna B’ och C” &r mittpunkter-
na pa AB respektive AC, sa likformighetsfallet SVS ger att AAC'B’ ~ AABC.
Alltsa a&r AAC'B’ =2 ANABC och C’B’ #r parallell med BC'. Pa exakt samma
sitt far vi att F'G &r parallell med BC' (betrakta ABCD), att C'F ir parallell
med AE’ (betrakta AABD) samt att B'G ocksa ir parallell med AE’ (betrak-
ta AADC). Fyrhérningen C'FGB’ #r saledes i alla fall en parallellogram. Men
AE' ar vinkelrdt mot BC, sa C'F #r vinkelréit mot FG och da d&r C'FGB’ en
rektangel.

Pa samma sétt bevisar man att FC’A’G ér en rektangel. Mittpunkten pa dia-
gonalen C'G (som forstas ocksa dr mittpunkt pa FB’' och EA’) dr tydligen
medelpunkt i en cirkel pa vilken punkterna E,C’, F, A’, G, B’ ligger.

Det aterstar att visa att E’, F/, G’ ocksa ligger pa denna cirkel. Kom ihag att
E A’ ar diagonal i cirkeln. Eftersom AEE’A’ r rit, sa ligger E’ pa cirkeln enligt
omvindningen till periferivinkelsatsen. Samma resonemang visar att F’ och G’
ocksa gor det och beviset ar klart.
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E A’

6.3 Fler forbluffande fakta

Som slutfanfar skall vi beriikna niopunktscirkelns radie och lokalisera dess me-
delpunkt. I figuren &r A’, B’,C’, D och F samma punkter som i figuren ovan
och O #r omskrivna cirkelns medelpunkt. Enligt vad vi sade ovan ér EA’ en
diameter i niopunktscirkeln. Skérningspunkten mellan FA’ och Eulerlinjen O D
betecknar vi med N.

A

B E A ¢

Linjen A’C" ér parallell med AC och A’B’ med AB,sa ABA'C' 2 NC,ANB'A'C
AB. Alltsa ar AC'A’ B’ = AA och med ett analogt resonemang visar man att de
tva ovriga vinklarna i AA’B’C” ocksa dr kongruenta med motsvarande i AABC.
Alltsa dr de tva trianglarna likformiga och enligt konstruktionen av AA’B'C’
dr skalan lika med 1/2. Niopunktscirkeln gar genom hérnen i AA’B’C” och dr
tydligen den omskrivna cirkeln till AA’B’C’. Men da #r dess radie hilften av
radien i den omskrivna cirkeln till AABC.

Mittpunktsnormalen A’O till sidan BC #r hojd i AA’B'C’, sa O ar hdjdernas
skdrningspunkt 1 AA’B'C’. Alltsa dr A’O hiélften sa lang som AD, dvs |A'O| =
|ED|. Linjerna AE’ och OA’ ir parallella, sa ADEN 2 ANA'O och ANDE 2
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ANA’ON. Enligt kongruensfallet VSV dr ADNE = AONA’. Vi far saledes
|[EN|=|NA'| och |DN|=|NO|.

Den vénstra likheten betyder att NV dr medelpunkt i niopunktscirkeln och den
hogra att medelpunkten ligger pa Eulerlinjen och mitt emellan héjdernas skér-
ningspunkt D och omskrivna cirkelns medelpunkt O.

6.4 Avstandet mellan de in- och omskrivna cirklarnas me-
delpunkter

Det finns en elegant formel fér avstandet mellan in- och omskrivna cirklarnas
medelpunkter som vi skall hirleda. Hiarledningen innehaller flera i sig intressanta
delresultat.

A

Lat I och O vara in- respektive omskrivna cirkelns medelpunkt och R respektive
Ro deras radier. I figuren &r x, y och z héjderna fran O och E, F och G deras
fotpunkter, dvs mittpunkterna pa triangelns sidor. Vi sétter a = |BC|, b = |AC|
och ¢ = |AB|. Vi har |ABCO| = ax/2 osv, vilket ger

ax + by + cz = 2T,

diar T = |AABC|. OECF ir en cirkelfyrhérning eftersom vinklarna AOEC och
AOFC rita och Ptolemaios sats ger |OE| - |FC|+ |OF|- |EC| = |OC|- |EF].
Men AFEC ~ AABC iskalan 1/2, sa |EF| = z/2. Vidare dr |OC| = Ro och
alltsa har vi bx + ay = cRo. Om vi adderar sambanden

bx+ay = cRo

cy+bz = aRo

cx+az = bRo
ax +by+cx = 2T
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safarvi (a+b+c)(x+y+2) =(a+b+ c)Ro + 27T och alltsa

2T
=R — =R R
r+y+z O+a+b+c o+ i
eftersom Ry = T/p. Hérav far vi
(btc—a)x = (br+ay)+(cx+az)—alz+y+2)

= c¢Ro+bRo —a(Ro+ R;) =(b+c—a)Ro — aRy,
med resultat

aR[ bR[ CR[

:R _—— p— _—— p— _———,
BT L fio 20—b) fio 2(p—c)

Sétt d = |OI|. Enligt Pythagoras sats &r

b— 2
@ = (g—(p—C))QJr(ﬂc—T)Q:%Jraﬁ—zgmurr2
(b—c)? , a? aRy 5
= -2 _9 ke S
1 + Ro 1 R (Ro 2(p—a))+RI
R2 2 _ b— 2
— R —92RoR;+ 27 ¢ (b-c)
p—a 4
Om vi anvénder Ry = T'/p och Herons formel, sa far vi
pR7 p’(p—a)(p—b)(p—c
PR 2 2)( =9 _ (y_pyp—o)
p—a p*(p—a)
_ latb—c)a=(b—0c) a®—(b—c)?
N 4 N 4 '

Alltsa ar

d*> = R —2RoR;.
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7 Eulers polyederformel och de platonska krop-
parna

En polyeder dr en kropp i rummet som begrénsas av sidoytor som alla &r polygo-
ner. Exempel &r tetraedern och kuben, men klotet och konen &r inte polyedrar.
Vi skall bevisa Fulers polyederformel, som &r ett samband mellan antalet si-
doytor, kanter och hérn i vissa typer av polyedrar. Formeln skall vi dérefter
anvéanda for att studera de platonska kropparna, dvs de regelbundna polyed-
rarna. Eulers polyederformel brukar inte réknas till den euklidiska geometrin,
men det tillhoér dnda den geometriska allménbildningen att kénna till den. De
regelbundna kropparna maste sigas tillhora den euklidiska geometrin eftersom
de finns i Elementas trettonde bok.

7.1 Nagot om grafer

Vi skall starta i en helt annan &nde &n den geometriska, ndmligen med grafteori.
En graf bestar av ett antal punkter, som kallas hdrn, och ett antal linjer, kanter,
som férbinder hérnen med varandra. En kant forbinder tva hérn med varandra
och mellan tva horn kan det ga flera kanter. Nedan finns tva exempel pa grafer.
De svarta prickarna ar horn, ldgg mérke till att det mellan nagra av hornen
i figuren till vénster gar fler kanter och att diagonalernas skdrningspunkter i
figuren till héger inte dr horn.

Vi skall studera grafer som #r sammanhéngande, dvs som &r sadana att man
kan ga fran vilket hérn som helst till vilket annat hérn som helst ldngs kanter
(man kan ju betrakta de bada graferna ovan som en graf med tva separata delar,
men den &r i sa fall inte sammanhéngande). Vi skall ocksa anta att inga kanter
korsar varandra som i grafen till hoger. En graf av den hér typen skall vi kalla
en plan sammanhiingande graf.” En plan sammanhingande graf delar planet i
ett antal omraden, som vi skall kalla sidoyta. Vi betraktar &ven omradet utanfoér
grafen som en sidoyta, liksom omradet mellan tva kanter som gar mellan samma
horn. Antalet sidoytor i den vénstra grafen &dr da 12. Vi skall beteckna antalet
sidoytor med S, antalet hérn med H och antalet kanter med K. For en graf av

"Det kan mycket vil finnas andra sitt att rita en viss graf, t ex den hogra, i vilken kanterna
inte korsar varandra. Det héir dr dock inte en strikt redogorelse for grafteori, utan vi kommer
att lita pa askadning och intuition.
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den sort som vi studerar skall vi bevisa sambandet
S+H—-K=2.

I den vénstra figuren &r alltsa S = 12, H = 9, K = 19, sa formeln stdmmer i
alla fall har (problemet med grafen till hoger dr att det inte gar att séga hur
manga sidoytor den begrénsar).

En plan sammanhéngande graf kan byggas upp fran en graf med bara ett enda
horn och inga kanter genom att man successivt lagger till hérn och kanter. For
grafen med bara ett enda horn och inga kanter éir S = H = 1 och K = 0, sa
S+H—-K=2.

Niér vi lagger till ett nytt horn maste vi féorbinda de tva hérnen med en kant och
vi far grafen till hoger. For den ér S =1, H =2, K = 1 och alltsa S+ H—K = 2.

o———O

(Observera att en kant maste ga mellan tva horn, den kan inte sluta i bara intet.)
Om man har en plan sammanhéngande graf fér vilken sambandet S+ H — K = 2
géller och lagger till en ny kant, sa dkar S och K med 1 medan H &r oféréndrat,
sa S+ H — K = 2 giller dven for den nya grafen (det spelar ingen roll om den nya
kanten gar mellan tva hérn som redan &r direkt forbundna med varandra med
en kant eller mellan horn som inte dr det). Om man ligger till ett nytt hérn och
en kant som forbinder det nya hérnet med nagot hérn i den ursprungliga grafen
(i figuren #r det nya hornet B som forbinds med A i den ursprungliga grafen),
sa okar H och K med 1, medan S nu dr oférindrat. Alltsa géller fortfarade
S+H—-K=2.

A B
°

Eftersom alla plana sammanhéngande grafer kan byggas upp pa detta sétt sa
ar beviset klart.

Vi skall nu tillimpa formeln ovan pa polyedrar. Vi antar i fortsédttningen att
polyedrarna dr ssammanhéngande (dvs att de inte bestar av flera “delpolyedrar”)
och att det inte finns nagra hal eller tunnlar genom dem. Till en sadan polyeder
kan man associera en plan sammanhéingande graf genom att helt enkelt rita
hérnen i polyedern pa papperet och férbinda de hérn med kanter som &dr férenade
av kanter i polyedern. Graferna for tetraedern och kuben ser ut som i figuren
nedan.

63



L4 °
Tetraederns graf Kubens graf

Léagg marke till att en av sidoytorna i polyedern motsvaras av det oéndliga
omradet som omger grafen. Denna associering av en polyeder med en viss graf
visar att for en polyeder giller ocksa sambandet S + H — K = 2, vilket i det
hér sammanhanget kallas Fulers polyederformel.

7.2 De regelbundna polyedrarna

En polygon séger vi dr regelbunden om alla sidor &r lika langa och alla vinklar
kongruenta. En regelbunden polyeder i rummet definieras sa hér:

e Alla sidoytor dr kongruenta regelbundna polygoner.

e [ alla horn mots lika manga sidoytor och lika méanga kanter.

Det dr inte svart att direkt ur definitionen se att det bara kan finnas hogst fem
regelbundna polyedrar, men vi skall istéllet anvinda Eulers polyederformel for
att analysera dem. De regelbundna polyedrarna har varit kdnda i manga tusen
ar och man har hittat arkeologiska féremal i form av dem. Vad de har anvints
till vet man inte riktigt, kanske har det varit som téarningar. Ibland kallas de for
de platonska kropparna eftersom Platon diskuterar dem i sin dialog Timaios,
dir de sitts i samband med de fyra elementen.® En regelbunden polyeder ger
upphov till en graf i vilken alla sidoytor omges av n kanter och det i varje
hérn mots g kanter. Vi skall analysera vilka sadana grafer det finns och det
kommer att visa sig att det finns grafer av den hér regelbundna typen som inte
hérstammar fran regelbundna polyedrar.

Varje sida i grafen har n kanter, men eftersom varje kant gransar till tva sidoytor,
sa maste

nS = 2K. (1)
Varje kant forbinder tva horn, sa vi far ocksa

qH = 2K. (2)

8Eftersom elementen ansags vara fyra och inte fem blir det en kropp éver. Platon menade
att den mest mystiska av dem, dodekaedern, symboliserade det femte elementet, pa latin
quinta essentia (kvintessensen), och dven universum sjilvt. De regelbundna polyedrarna har
senare forknippats med temperamenten, andevarelser mm. De &r ocksa vanliga i konsten, bl
a hos Diirer, och forekommer som kristallformer i naturen.
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Om vi sétter in S = nK/2, H = 2K/q i sambandet S+ H — K = 2 sa far vi

2K 2K
L K=2
n

och efter division med 2K
1 1

+ = + ! (3)
n q 2 K’
Det &r en nyttig 6vning i algebra att analysera den hér ekvationen, som har inte
mindre &n tre obekanta. Lisaren maste sjélv fylla i en del detaljer i analysen
nedan.

Vi har for det forsta n > 0. Om ¢ vore 0, sa vore K lika med 0 enligt (2) och
da skulle S = 0 enligt (1), vilket & om&jligt. Vi behandlar forst fallen ¢ = 1
och¢g=2.0mg=1sager (3) 1/24+1/n=1/K, vilket ger n = 2, K =1 och
H =2,5 = 1. Detta &r grafen i figur 2. Om ¢ = 2 sa far vi istédllet n = K = H
och S = 2, vilket betyder n horn forenade i en ring med n kanter. I rummet kan
man ténka sig detta som en regelbunden n-hérning med tva sidoytor (en upp-
och en nersida), en “dieder”.

Vi delar nu upp i olika fall beroende pa vad n dr (ligg mirke till att ¢ dr minst
3). Rita figurer sjélv!

n = 1: Ekvation (3) ger 1/24+1/¢q = 1/K som har den enda lsningen ¢ = 2 och
den har vi behandlat ovan.

n = 2: Nu ger (3) att ¢ = K och vi far H = 2,5 = K. Hér har vi alltsa tva horn
forenade av n kanter. I rummet kan man ténka pa klyftorna i en apelsin.

n = 3: Har far vi1/g = 1/641/K och nu blir det genast lite intressantare. Légg
maérke till att sidoytorna nu ar trianglar. Mgjligheterna ar

g=3 K=6 H=4 S=4 (tetraeder)
g=4 K=12 H=6 S=8 (oktaeder)
g=5 K=30 H=12 S =20 (ikosaeder)

n=4: Nu blir 1/g = 1/4+ 1/K. Eftersom ¢ > 2 sa far vi bara en mdjlighet,
q=3,K=12,H = 8,5 = 6, vilket motsvarar en kub.

n=>5: Vifar 1/g=3/104+1/K. Da aterigen ¢ > 2 sa maste ¢ = 3, K = 30, H =
20, S = 12 och vi har en dodekaeder.

n > 6: Ekvation (3) ger 1/2+1/K =1/n+1/q < 1/6+1/qochalltsa 1/3+1/K <
1/q. De enda méjligheterna ér ¢ = 1 och ¢ = 2, vilka vi redan har studerat.

Det finns mycket mer att sdga om bade de regelbundna polyedrarna och andra
kroppar i rummet. En naturlig fraga &r vad som hénder om man tillater tva olika
slags sidoytor istéllet for bara en, som vi har gjort. Arkimedes analyserade det
fallet och fann att det finns 13 sddana s k halvregelbundna kroppar. En av dem
dr den vanliga fotbollen som begréinsas av 12 femhorningar och 20 sexhérningar.
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7.3  Ovningar
1. Rita graferna till alla de regelbundna polyedrarna.

2. Tillverka de regelbundna polyedrarna i papp. Tillverka gérna nagon halvre-
gelbunden ocksa, t ex Arkimedes fotboll.
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8 Avslutning

I det har avslutande avsnittet skall vi diskutera den logiska uppbyggnaden av
geometrin och den moderna matematikens syn pa Elementa samt det som nu
kallas den aziomatiska metoden. Vi skall ocksa siga nagot om geometrins histo-
ria, sérskilt i relation till det sa kallade parallellpostulatet.

8.1 Den logiska uppbyggnaden av geometrin

Som ldsaren inte har undgatt att mérka sa vimlar det av bevis i hela kompendiet;
de flesta pastaenden och satser atfoljs av ett bevis, men i nagra fall, bl a i
samband med kongruens- och likformighetsfallen, har vi néjt oss med en intuitiv
motivering och hénvisat till askadningen. Man kan emellertid inte bygga upp
en strikt matematisk teori pa det sdttet. Inga detaljer, hur sma de &n ma vara,
far 6verlamnas till askadning eller intuition. Kongruens- och likformighetsfallen
kan bevisas fran enklare pastaenden, men hér har vi alltsa hoppat 6ver dessa
bevis. Men hur &r det med dessa enklare pastaenden; kan de bevisas med hjilp
av andra, dnnu enklare pastaenden? Och hur &r det i sin tur med dessa? Sa kan
man fortsdtta fraga, men om man skall komma framat sa maste man ju sluta
fraga nagon gang och ndja sig med att nagra grundliggande férutsdttningar och
pastaenden maste forbli obevisade.

Det dr sa Elementa dr uppbyggd. Euklides valde ut ett antal grundldggande
pastaenden och fran dessa, som han kallade aziom och postulat, byggde han
upp geometrin (och bevisade alltsa kongruens- och likformighetsfallen, bland
mycket annat). Euklides har alltsd tva typer av grundldggande férutsittningar.
Axiomen dr allminna pastaenden som storheters likhet och olikhet, medan pos-
tulaten dr geometriska.

Fuklides axiom

1. Storheter som &r lika med samma storhet &r inbordes lika (dvs om a = b
och b=c¢, sd ér a = c).

2. Om lika adderas till lika sa &r summorna lika (om a = b, s &r a+c = b+c).
3. Om lika subtraheras fran lika, sa ar differenserna lika.
4. Storheter som sammanfaller dr lika.

5. Det hela &r storre én delen.
FEuklides postulat

1. Genom tva punkter gar en linje. (Anmérkning: Euklides tycks dock mena
en och endast en linje.)

2. Varje stricka kan forléingas obegrinsat till en linje.
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3. Givet en punkt och en stricka kan man rita en cirkel med punkten som
medelpunkt och strickan som radie.

4. Alla rata vinklar dr kongruenta.

5. Om en linje skdr tva andra linjer och de bada inre vinklarna pa samma
sida om den skérande linjen tillsammans blir mindre &n tva réta vinklar,
sa kommer de bada linjerna om de forlings att skira varandra pa den sida
om den skérande linjen som de tva vinklarna som &r mindre &n tva rita
ligger.

Vi skall aterkomma till det invecklade femte postulatet lite langre fram. Euklides
borjar sin framstéillning med ett antal definitioner, de forsta géller vad en punkt
och en linje dr. Han skriver att en punkt dr det som inte kan delas (eller har
nagra delar) och att en linje dr lingd utan bredd. Utifran definitionerna, axiomen
och postulaten byggs sa geometrin upp. Meningen med framstéllningen var att
den skulle vara strikt logisk, dvs att varje pastaende skulle félja med logisk
noédvéandighet fran axiomen, postulaten samt de resultat som tidigare bevisats.
Vi har inte f6ljt samma strénga principer i det hér kompendiet, utan lamnat
mer at intuitionen och askadningen, frimst for att texten annars skulle ha blivit
betydligt langre och mycket mer svarlist.

Senare tiders matematiker har konstaterat att Eukildes syfte var gott, men att
han inte nadde &nda fram. Elementa &r inte logiskt sammanhingande, utan
det finns manga luckor i resonemangen. Redan definitionerna &r problematiska.
En punkt definieras exempelvis genom att man talar om vad den inte &r och
det duger inte. Euklides litar till askadningen &ven nér det géller fundamentala
begrepp som vad det innebér att linjer skir varandra och att en punkt ligger
mellan tva andra. Allvarligare dn detta &r kanske att han utnyttjar egenskaper
hos de geometriska objekten som inte foljer av férutsdttningarna, t ex att om
en linje gar genom en punkt inuti en cirkel, sa skér den cirkeln i tva punkter.
Man skall emellertid inte klandra honom for detta, det &r i sjdlva verket utomor-
dentligt svart att gora en strikt uppbyggnad av geometrin enligt det euklidiska
idealet och det var forst i slutet av 1800-talet som det gjordes. Den mest kéinda
strikta framstéllningen av geometrin hérror fran den tyske matematikern David
Hilbert (1862-1943), en av den moderna matematikens portalfigurer.

8.2 Den axiomatiska metoden

Man skall som sagt inte klandra Euklides for att det finns brister i Elementa,
utan tvirtom var Elementa en enastaende prestation. Vad Euklides uppfann var
det som nufortiden kallas den axiomatiska metoden och som nu &r ett slags ide-
al for hur matematikens teorier skall vara uppbyggda.? Enligt detta ideal skall
matematiska teorier borja med ett antal grundldggande forutsidttningar, som

9Redan Aristoleles, som levde ndgot innan Euklides, menade att vetenskapen skall byggas
upp enligt detta schema, men det var Euklides som genomforde programmet fér matematikens
del. Formodligen var han paverkad av Aristoteles idéer.
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inte bevisas. I dem definieras de begrepp man kommer att anvinda och vilka
relationer som rader mellan dessa. De kan betraktas som ett slags spelregler
inom vilka man maste halla sig nér teorin byggs upp. Grundférutsidttningarna
kallas nufortiden axiom (ordet postulat anvéinds néstan inte alls i matematiska
sammanhang numera). Sjilva ordet kommer av grekiskans azioma, som betyder
asikt, uppskattning eller virdering. Eftersom mycket litet &r kdnt om Eukli-
des och hans syften med Elementa, &r det svart att uttala sig om hans egen
syn pa axiomen och postulaten, men férmodligen sag han dem som sjélvklara
pastaenden om verkligheten, vilket skiljer hans syn fran den moderna matemati-
kens. Axiomen i modern mening bevisas inte, men de skall heller inte uppfattas
som sjéalvklart sanna utsagor om verkligheten. Man har darfor stor frihet nir
man véljer sina axiom, det enda kravet ar egentligen att de inte skall motsiga
varandra eller ge upphov till nagra motsigelser. Huruvida axiomen ger upphov
till en intressant teori &r dock en annan sak och inte alls sékert.

Det framgar av den moderna synen pa axiom och axiomatisk metod att mate-
matiken inte kan uttala sig om hur verkligheten &r beskaffad. Varje gang ma-
tematiken verkar pasta nagot om hur vérlden fungerar eller dr uppbyggd sa &r
det fraga om att man har gjort en matematisk modell av nagot fenomen.

Den logisk-filosofiska forskningen om den axiomatiska metodens férdelar och
begrénsningar borjade under 1800-talet och pagar fortfarande. Ett svart och
inte okontroversiellt problem &r om hela matematiken kan axiomatiseras.

8.3 Parallellpostulatet och icke-euklidisk geometri

Euklides femte postulat, det s k parallellpostulatet, skiljer sig fran de forsta fyra
genom sin invecklade formulering. Lat oss borja med att analysera det. Tva
linjer Ly och Lo skérs alltsa av en tredje Ls: I figuren #r u och v sammanlagt
mindre &n tva rata vinklar, dvs 180°. Det som séigs i postulatet ar da att L,
och Lo skiir varandra nagonstans pa den sida om L3 som u och v ligger pa (i
figuren till hoger om Lg).

Ls

Det finns manga logiskt ekvivalenta!® formuleringar av parallellpostulatet. Den
mest kinda dr formodligen foljande:

10 Att de #r logiskt ekvivalenta betyder att det ena foljer logiskt av det andra och omvint.
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Genom en punkt utanfor en linje kan man dra en och endast en linje
som dr parallell med den givna linjen.

Parallellpostulatet i den hér formuleringen anvénde vi exempelvis nér vi bevisa-
de att triangelns vinkelsumma &r 180 grader. En annan ekvivalent formulering
ar att det existerar en rektangel och en tredje att arean av en triangel kan vara
hur stor som helst. I Elementa anvinds inte parallellpostulatet férrén en god
bit in i bok I (férsta gangen &r i Proposition 29, som &r satsen om alternat-
vinklar vid parallella linjer) och det verkar som om Euklides sjilv var skeptisk
till postulatet. Under mer &n 2000 ar undrade manga matematiker om det i
sjalva verket inte var sa att parallellpostulatet kan bevisas med hjélp av de and-
ra postulaten.!! Det var forst i bérjan av 1800-talet som man fick fullstindig
klarhet i hur det forhaller sig och insag att parallellpostulatet dr oberoende av de
andra, dvs att det inte kan bevisas med hjdilp av dem.

Beviset for att parallellpostulatet dr oberoende av de andra postulaten &r en
matematisk och filosofisk pérla. Det visar sig ndmligen att det finns andra logiskt
oantastliga tolkningar av grundbegreppen linje, cirkel osv som uppfyller de fyra
forsta postulaten, men inte det femte. Alltsa kan det inte folja av de andra.
Dessa andra fullt mojliga tolkningarna av begreppen och de fyra foérsta axiomen
kallas icke-euklidiska geometrier. I dessa géller alltsa inte parallellpostulatet.

Uttrycket icke-euklidisk geometri viicker kanske associationer till nagot mys-
tiskt, néstan ockult, men #r faktiskt inte ett dugg underligt. Vi skall visa ett
exempel som visserligen inte riktigt ar en icke-euklidisk geometri, men som kom-
mer vildigt ndra, ndmligen geometrin hos en ytan pa ett klot, t ex jordytan.
Vi maste forst tala om hur begreppen linje osv skall tolkas i den hir geome-
trin. Med linje menar vi en sadan cirkel pa ytan som man far genom att skéra
klotet med ett plan som gar genom klotets medelpunkt. Med cirkel menar vi
skdrningen mellan klotet och ett plan vilket som helst (det behover saledes in-
te ga genom medelpunkten). Exempel pa “linjer” pa jordytan ér ekvatorn och
meridiancirklarna (de cirklar som gar genom nord- och sydpolen). “Cirklar” pa
jordytan &r t ex de cirklar som bestar av alla punkter pa samma breddgrad.

"Cirkel”

"Linje”

Den hir geometrin uppfyller inte riktigt det forsta av Euklides postulat eftersom
det gir odndligt méanga linjer genom tvé antipodala punkter.'? Det gér att

117 en axiomatisk teori vill man forstas att inget av axiomen skall kunna bevisas med hjilp
av de andra, i sa fall 4r det ju 6verflodigt och kan uteslutas.

12Tv4 punkter pa en sfir siges vara antipodala om de ligger mitt emot varandra, dvs pa en
rit linje genom medelpunkten. Nord- och sydpolerna dr antipodala.
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reparera detta, men vi skall inte bekymra oss om det. Det viktiga &r istéllet
att de andra postulaten utom parallellpostulatet &r uppfyllda. Genom en punkt
utanfor en linje kan man inte dra nagon linje alls som dr parallell med den
givna, eftersom alla linjer skér varandra. Mer mystisk &n s behover inte en
icke-euklidisk geometri vara. Genom att rita nagra figurer kan ldsaren se att
det i den hér geometrin finns trianglar som exempelvis har vinkelsumman 270°
(man kan visa att vinkelsumman i en triangel alltid dr storre dn 180°). Arean av
en triangel kan naturligtvis inte bli storre én klotets area och det finns faktiskt
inga rektanglar!

I den ovan beskriva geometrin kan man inte dra nagon linje parallell med en
given genom en punkt utanfér den givna linjen. Det finns andra geometrier som
sa att sidga bryter mot parallellpostulatet at andra hallet: i dem kan man dra
flera sadana linjer. Den forra typen kallas elliptisk och den senare hyperbolisk
geometri. Icke-euklidiska geometrier dr viktiga bade i matematiken och i fy-
siken, i synnerhet i relativitetsteorin som &r en teori om rummets och tidens
geometri. 13

8.4 Lite historia

Man vet néstan ingenting om Euklides liv mer &n att han levde ca 330-275 f Kr
i Alexandria'® och att han méjligen studerade i Aten hos elever till Platon. Han
verkade vid Museion, som var ett slags universitet grundat av farao Ptolemaios
I (samtida med Euklides). Han skrev fler bocker &n Elementa varav en del finns
bevarat (i avskrifter, inget finns i original). Den é&ldsta kinda avskriften av
Elementa &r fran 400-talet och den foérvaras i Vatikanbiblioteket. Den férsta
svenska Oversittningen gjordes av astronomen Marten Stromer i Uppsala 1744.

Elementa &r den latinska 6versédttningen av det grekiska Stoicheia, som betyder
(matematikens) alfabet. Man vet inte riktigt vad syftet med Elementa var, om
Euklides ville sammafatta sin tids matematik eller om den var ténkt som en
ldrobok. Som ldrobok anvéndes den &dnda till 1700-talet och de geometribdcker
som anvéndes i skolorna dnnu i mitten av 1900-talet var inspirerade av Elemen-
ta. Det ségs ibland att den &r den nést Bibeln mest spridda boken nagonsin.
Elementa omfattar 13 bocker eller kapitel och innehaller bade geometri och tal-
teori. Hir &dr en 6versikt 6ver innehallet:

Bok I Definitioner, axiom och postulat. Grundlédggande geometri, bl a kongru-
ensfallen. Avslutas med Pythagoras sats och dess omvéandning.

Bok IT Kvadrering av olika omraden, dvs hur man konstruerar kvadrater med
samma area som vissa figurer.

Bok IIT Cirkelgeometri, bl a periferivinklar och tangenter.

131 relativitetsteorin smélter rum och tid samman och bildar rumtiden.
14 Alexandria grundades av Alexander den store 332 f Kr som en grekisk stad. Den var under
manga hundra ar en av de viktigaste kultur- och vetenskapsmetropolernai den antika vérlden.
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Bok IV In- och omskrivna cirklar. Den regelbundna femhorningen.
Bok V Eudoxos proportionsléra.
Bok VI Likformighet.

Bok VII-IX Aritmetik och talteori. Hér finns bl a Euklides algoritm, beviset fér
att det finns odndligt manga primtal, aritmetikens fundamentalsats. Allt
dr framstéllt i geometrisk form.

Bok X Inkommensurabla storheter. Boken behandlar bl a den s k uttémnings-
principen, med vars hjidlp man kan berdkna arean av en del kroklinjiga
figurer.

Bok XI Rymdgeometri.
Bok XII Berikning av volymer, bl a av koner och klot.

Bok XIII Det gyllene snittet och de regelbundna polyedrarna.

Elementa &r ett omfattande verk, men den innehaller naturligtvis inte all geome-
tri. Efter Euklides fortsatte geometrin att utvecklas i olika riktningar. Apollonius
fran Perga (ca 260-190 f Kr) undersokte t ex kégelsnitten, dvs ellipser, parabler
och hyperbler (Euklides ldr ocksa ha skrivit ett arbete om dessa kurvor, men
det finns inte bevarat). Trigonometrin grundlades av Hipparchos fran Nicaea
(ca 180-125 f Kr) och utvecklades av Menelaos (ca 100 e Kr) och Ptolemaios
(ca 150 e Kr). Menelaos studerade dven geometrin pa en sfir (som vi borjade
gora ovan) och lade grunden till den sfériska trigonometrin, vilken &r av stor
betydelse for sjofart och navigation.

En helt ny typ av geometri borjade utvecklas under renéssansen i samband med
upptéickten av perspektivet. Det hade funnits perspektivmaleri mycket tidigare
dn sa, men det &r forst i borjan av 1400-talet som man inser hur man skall
avbilda en tredimensionell verklighet pa en tvadimensionell yta — malarduken
— sa att bilden far djup och ser “riktig” ut. I den egyptiska konsten anvindes
vérdeperspektiv, vilket innebér att viktiga och framstaende personer ar storre dn
andra, t ex slavar. Under medeltiden malade man ibland bilder dér féreméalen
delvis skymmer varandra for att det skall synas vilka som ligger nidrmare re-
spektive ldngre bort (spelkortsperspektiv). Man skall ocksd minnas att konsten
inte maste ha som mal att avbilda perspektiviskt riktigt. Filippo Brunelleschi
(1377-1446), Leon Battista Alberti (1404-72) och Leonardo da Vinci (1452-1519;
Nattvarden i Santa Maria delle Grazie, Milano, &r en av de mest berémda per-
spektivmalningarna) dr nagra av dem som upptéckte perspektivet. Vad det hela
gar ut pa ar hur féremal avbildas under centralprojektion. 1 figuren till hoger
dr A malarduken, O 6gat och P en punkt i rummet. Linjen genom O och P
skir A i punkten C. Da kallas C projektionen av P pa A med avseende pa
projektionscentrum O.
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Hur avbildas geometriska objekt och féremal i rummet under centralprojektion?
Vi vet ju alla att tva parallella vigrenar tycks smélta samman i en punkt pa ho-
risonten. Hur kan man forklara det? Var i tavlan finns den punkten? Hur hittar
man horisontlinjen? Hur skall man avbilda ett rutigt golv perspektiviskt riktigt?
Det hér dr nagra av de problem av matematisk art som renéssanskonstnérerna
stédlldes infor och lyckades 16sa. Perspektivmaleriet gav upphov till den projekti-
va geometrin som borjade utvecklas under 1600-talet. Den sysslar med vad som
hénder vid olika typer av projektioner. Om kongruens, parallellitet, likformig-
het osv dr centrala begrepp i den euklidiska geometrin, sa &r ”skdrning mellan
linjer”, "ligga pa en rit linje” nyckelord i den projektiva geometrin.

Under 1600-talet borjade ett nytt sitt att se pa geometri utvecklas, ndmligen den
analytiska geometrin. Idén &ar att man infor ett koordinatsystem och studerar de
ekvationer som de geometriska objekten uppfyller. Det &r alltsa i den analytiska
geometrin som man talar om ”ekvationen fér en rit linje” osv. Lat oss bara ta
ett exempel. I ett vanligt koordinatsystem ritar vi en cirkel med medelpunkt i
origo och radie r. Om en punkt (z,y) ligger pa cirkeln s& ger Pythagoras sats
att 2 +y? = r? och omvindningen giller ocksé. Sambandet 22 +1? = r? kallas

cirkelns ekvation.
i
\y

Upptéckten av den analytiska geometrin brukar tillskrivas fransmannen René
Descartes (pa latin Cartesius, 1596-1650), men historien #r mer komplicerad &n
sa. Descartes kallades av drottning Kristina till Stockholm fér att ldra henne
filosofi, men han dog av lunginflammation pa slottet den 11 februari 1650. I
Adolf Fredriks kyrka finns ett monument av Sergel 6ver honom, hans forsta
viloplats var namligen Adolf Fredriks kyrkogard.

Den icke-euklidiska geometrins upptéicktes i borjan av 1800-talet. De forsta
artiklarna om existensen av icke-euklidiska geometrier publicerades av ryssen
Nikolaj Lobatjevskij (1829-30) och ungraren Johann Bolyai (1831). Dessa hand-
lar bada om hyperbolisk geometri. Redan 30 ar tidigare hade férmodligen Gauss
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insett att det existerar sadana geometrier, men han publicerade aldrig sin upp-
tackt.

Det bevisas fortfarande ett och annat nytt resultat i ”elementéir” geometri, dven
om amnet euklidisk geometri i planet inte &r det som tilldrar sig matematikernas
storsta intresse nufortiden. Geometri i en vidare mening &r dock ett hogst aktivt
och levande forskningsomrade, men Euklides sjélv skulle kanske inte kénna sig
hemma i den.
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9 Ett smorgasbord med 6vningar

De flesta 6vningarna nedan &ar himtade fran gamla skrivningar och ett dldre geo-
metrikompendium. De dr inte sorterade vare sig efter omrade eller svarighetsgrad.

1. Fyrhorningen ABCD é&r inskriven i en cirkel. Avgor i vart och ett av
foljande tva fall om man sikert kan siiga att |BC| = |DC|. Bevisa eller ge
ett motexempel.

a) |AB| = |AD| och AC é&r en diameter.
b) |AB| = |AD| och BD ér en diameter.

D

B

2. I fyrhérningen ABCD é&r |AB| = |AD| och |BC| = |DC|. Visa att diago-
nalerna AC och BD skir varandra under rat vinkel.

3. Fyrhorningen ABC D &r inskriven i en cirkel och man vet att |[AD| = |BC|.
Bevisa att AB och C'D &r parallella.

4. T triangeln AABC #r |AB| = 3,|BC| = 5. Tangenten i A till triangelns
omskrivna cirkel skiir forlingningen av BC' i P. Antag att |AP| = 6.
Bestdm |BP| och |AC|.

5. I AABC #&r |AC| = |BC| = 20 och hojden mot AB &r 12. Bestdm ldngden
av AB.

6. En regelbunden 12-hérning ér inskriven i en cirkel. A och B &r tva nérbeléigna
horn i 12-hérningen. Berdkna vinkeln mellan tangenterna till cirkeln i A
och B.

7. Bestdm ldngden av strickan C'E i figuren nedan.

D 4
A 8 c
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

I AABC #&r |AB| = 4,|AC| = 3,|BC| = 5. Beriikna lingden av hojden
fran A mot BC.

Visa att bisektriserna till basvinklarna i en likbent triangel dr lika langa.

Om AABC vet man att |[AB| = |AC| och att AA &r 30 grader. Drag tan-
genterna i B respektive C till den omskrivna cirkeln. Dessa skéir varandra
i P. Bestim ABPC.

I AABC later vi G och H vara mittpunkterna pa AB respektive AC.
P4 forlingningarna av GH avsittes D och E si att |GD| = |GH| =
|HE|. Lat F vara skdrningspunkten mellen linjerna DB och EC. Bestim
forhallandet mellan areorna av AABC och ADFEF.

Sidorna i kvadraten ABCD i figuren nedan har lingd 1. Den mindre
kvadraten har sidan 1/4/2. Cirkeln tangerar den storre kvadraten samt
hornet i den mindre kvadraten. Bestdm cirkelns radie.

D C
()

A B

Tva kordor AB och CD i en cirkel skér varandra i punkten F inuti cirkeln.
Man vet att AABC &r rét och att |AE| =5, |CE| = 10, |DE| = 2. Beriikna
cirkelns radie.

Bevisa foljande pastaende ur en gammal ldrobok: Uppritar man kvadrater
utat pa en triangels sidor och forenar man dndpunkterna av de fran samma
vinkelspets i triangeln utgaende kvadratsidorna, sa har de pa detta sdtt
bildade trianglarna lika stor area sinsemellan och den gemensamma arean
ar lika med arean av den ursprungliga triangeln.

Fran Jonkoping till Askersund &r det drygt 12 mil fagelvagen 6ver Vittern.
Eftersom jorden &r rund, sa dr den ndrmaste vigen faktiskt ”fiskviigen”
eller "mullvadsvéigen” under Vitterns yta. Hur langt under sjons yta gar
denna rakaste vig nir den gar som djupast? Jordens radie &r 600 mil.

A &r en punkt utanfor en cirkel med medelpunkt M. Fran A dras de bada
tangenterna till cirkeln. Tangeringspunkterna &r B och C. Strickan AM
forlings fran M och skér cirkeln i D. Bestim ABDC om man vet att
ABAC &r 40 grader.

En triangel AABC é&r inskriven i en cirkel. Bevisa att cirkelns medelpunkt
ligger pa bisektrisen till AA om och endast om triangeln &r likbent med
|AB| = |AC|.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

I triangeln AABC' dr AA rit. Vidare dr |AB| =5 och |AC| = 12. Norma-
len fran A mot sidan BC skidr BC i D. Bestdm |AD|.

ABCD i&r en rektangel och F &r en punkt pa strickan AB sadan att
ACED ér rét. Bestdm rektangelns area om |AE| =2, |EB| = 1.

I fyrhoérningen ABC'D dras de tva diagonalerna AC' och BD som skér
varandra i F inuti fyrhérningen. Visa att om

|AE|  |BE|

|CE|  |DE)|
sa &r ABCD ett parallelltrapets.

Tva cirklar, den ena med radien 3 och medelpunkt O; och den andra
med radien 2 och medelpunkt Oy tangerar varandra pa utsidan. Lat L’
vara linjen genom O; och Oy och lat L vara en linje som tangerar bada
cirklarna. Linjerna L och L’ skiir varandra i A. Berdkna |AO;|. Ledning:
Drag strickorna O1B; och OsBs, déir By och Bs ér tangeringspunkterna
mellan cirklarna och L.

Cirklarna C; och Cs har samma medelpunkt men Cy har 50 % stérre radie
dn C;. Strickan AB &r korda i Cy och skiir Cq 1 P (och en punkt till).
Man vet att |AP| =5 och |BP| = 3. Berékna cirklarnas radier.

I en regelbunden sexhorning finns tva slags diagonaler. Bestam forhallandet
mellan deras langder.

En cirkel har medelpunkten O. Avstandet mellan O och punkten P &r 12.
Genom P gar en linje som skér cirkeln i punkterna A och B. Man vet att
|PA| =12,|PB| =9. Berikna cirkelns radie.

Lat AABC vara en triangel med (AA)° = 90°,|AB| = 3 och |AC| =
4. Lat D vara fotpunkten for hdjden fran A mot BC' och lat E vara
skdrningspunkten mellan bisektrisen till AA och sidan BC'. Berdkna |DE|.

Fyrhorningen ABCD #r inskriven i en cirkel. Bestdm (AD)° om |AB| =
| BC'| =cirkelns radie.

I AABC ligger D pa sidan AB och E pa sidan BC. Vidare dr ABAFE =
ABCD. Bestam |CE| om |EB| =2,|AD| =3 och |BD| = 4.

ABCDEFGHI ar en regelbunden niohtérning, som ar inskriven i en cirkel.
Kordorna AD och BE skir varandra i punkten P. Bestdm (AAPB)°.

I AABC ar AB riat och BC ar en diameter i en cirkel som skir sidan AC
i D. Bestdm |AD| om |AB| =12 och |BC| = 5.

En cirkel &r inskriven i en triangel AABC. Lat D vara den punkt déar
cirkeln tangerar AB. Bestdm |AD| om |AB| = 3,|BC| =5 och |AC| = 6.
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

Striickan AB dr diameter i en cirkel, C' &r en punkt pa periferin och |[AC| =
5. Vinkelréita avstandet fran C till AB &r 4. Beriikna |BC/|.

Fyrhorningen ABCD &r inskriven i en cirkel. Diagonalerna AC' och BD
skér varandra i E. Vidare &r |AB| = 6, |BC| =6,|CD| =4,|DA| = 7 och
|BD| = 8.

a) Visa att AAED ~ ABCD. Ledning: Om O ér cirkelns medelpunkt, sa
ar NAOB =2 ABOC.
b) Bestdm |AE|, |BE|,|CE| och |DE)|.

Ett parallelltrapets delas av en av diagonalerna i tva likformiga trianglar.
Ar det sékert att parallelltrapetset dr en parallellogram?

I AABC &r AB rit, |AB| = 3 och |BC| = 4. Bisektrisen till AA skidr BC
i D. Bestdm arean av AACD.

I AABC &r D en punkt pa AC och E en punkt pa BC sadana att AB =2
ACDE. Bestdm |DE| om |AB| =4,|AC| =5,|BC| =6 och |[CD| = 1.

Stackorna AC och BD skér varandra mitt itu. Bevisa att ABCD &r en
parallellogram.

I en triangel &r sidorna 13, 20 och 21 cm. Bestdm ldngden av héjden mot
den langsta sidan.

ABCD ér en fyrhorning inskriven i en cirkel. Diagonalerna AC' och BD
skédr varandra i punkten F och bildar dér réta vinklar. Férlangningarna
av kordorna AD och BC skér varandra i punkten P. Nu vet man att
|AE| = 3,|BE| =4 och |DE| = 6.

a) Berdkna |EC|,|AD| och |BC].
b) Visa att APBD ~ APAC och utnyttja det till att berdkna |PA| och
|PB|.

Striackorna AC och BD skir varandra i punkten E och |AE| - |BE| =
|CE|-|DE)|. Bevisa att ABCD &r en parallellogram.

I fyrhorningen ABCD ir |AB| = |CD| och AB ér parallell med C'D. Visa
att ABCD &r en parallellogram.

AABC har en rét vinkel vid A och |AB| = 6, |AC| = 8. BD ér en bisektris.
Bestdam arean av ABCD.

Tva cirklar med radier 1 respektive 2 tangerar varandra utvindigt. Linjen
L gar genom medelpunkterna och L’ tangerar bada cirklarna (dock ej i
samma punkt). Lat linjernas skirningspunkt vara P. Bestim avstanden
mellan P och tangeringspunkterna.

78



43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

AABC ér inskriven i en cirkel. Sidan AB &r en diameter och sidan BC
ar lika lang som cirkelns radie. Bestam ABAC.

ABCD &r ett parallelltrapets med sidorna AB och CD parallella. Di-
agonalerna AC och BD skir varandra i E. Bestdm |AE| och |CE| om
|AB| = 6,|CD| =4 och |AC| = 5. Ledning: Vilka trianglar &r likformiga?

I en fyrhorning ABCD dras diagonalen AC. Man vet att AADC och
NACB ér rita. Bevisa att

|AD|> = |ABJ* — |BC|*> — |CD|*.

I en cirkel med medelpunkt O &dr A och B punkter pa periferin. P4 OBs
forlingning ligger en punkt C' utanfor cirkeln, sa att O ligger mellan C' och
B. Linjen genom A och C skér cirkelns periferi i punkten D. Det giller att
|CD| = |OD| och vinkeln AOCD &r 10 grader. Beriikna vinkeln AABO.

I rektangeln ABCD #&r E en punkt pa diagonalen AC. Linjen genom F
parallell med AB skir AD i F och BC'i G. Linjen genom E parallell med
BC skir AB i H och CD i I. Visa att rektanglarna HBGFE och FEID
har samma area.

I en cirkel med radie 5 dras en diameter. Parallellt med diametern finns
tva kordor av lingd 5. Vad &r avstandet mellan dessa kordor?

I AABC &r NC rét, |AC| = 5 och |BC| = 12. Vidare dr D en punkt pa
sidan AB och E en punkt pa sidan BC sadana att DE &r vinkelrdt mot
AB och |DE| = 2. Bestdm |BE)|.

I AABC ar D mittpunkt pa AB och E mittpunkt pa C'D. Linjen genom A
och E dras ut och skér sidan BC i punkten F. Visa att |CF|/|BF|=1/2.
Ledning: Drag en linje genom D parallellt med AF.

Den regelbundna tiohtrningen ABCDEFGHIJ &r inskriven i en cirkel.
Kordorna AE och DF skér varandra i punkten K. Bestam AEKF.

Pa sidan AC' i AABC har man avsatt punkten D sa att |AD|/|DC| = 2.
Punkten F ligger pa sidan BC och DE é&r parallell med AB. Punkten F'
ligger pa AB och DF &r parallell med BC'. Beriikna férhallandet mellan
areorna av AABC och fyrhérningen FBED.

Triangeln AABC é&r liksidig och sidorna har lingden 3. Punkterna E, F'
och G ligger pa AB, BC respektive C A och sa att |AE| = |BF| =|CG| =
1. Berékna arean av AEFG.

Tva cirklar har radierna 6 respektive 4 cm. Avstandet mellan deras me-
delpunkter #r 8 cm. En linje tangerar bada cirklarna. Bestdm avstandet
mellan tangeringspunkterna.
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55. En linje L skér sidorna eller deras forléngningar i AABC' i punkterna
A’, B',C’ som i figuren. Visa att

|BA'| |CB'| |AC'| _ 1

|CcA'| |AB'| |BC'|

Ledning: Drag en linje parallell med AB genom C.
C

A B

56. Hur langt ar det till horisonten fran toppen av Eiffeltornet? Jorden kan
anses vara ett klot med radie 600 mil och Eiffeltornet &r 300 m hogt.

57. Tva fartyg har radiomaster som nar hy respektive ho meter 6ver vatteny-
tan. Hur langt ifran varandra &r de forsta gangen kan fa radiokontakt med
varandra?

58. I en cirkel har tva parallella kordor ldngderna 20 respektive 24. Bestdm
cirkelns radie om avstandet mellan kordorna &r 4.

59. I en cirkel med medelpunkt O skir kordorna AB och CD varandra i
punkten P inuti cirkeln. Visa att om bisektrisen till ABPD gar genom O,
sa #ér |[AB| = |CD|.

60. AABC &r likbent. Vi har |[AB| = |AC| = 5 och |BC| = 8. Bestdm av-
standet fran mittpunkten pa sidan BC' till

a) medianernas skidrningspunkt.
b) inskrivna cirkelns medelpunkt.
¢) hojdernas skdrningspunkt.

d) omskrivna cirkelns medelpunkt.

61. Man drar mittpunktsnormalerna till sidorna en femho6rning. Visa att om
de alla skdr varandra i en punkt, sa ligger femhorningens horn pa en cirkel.

62. A, B,C och D ar punkter pa en cirkel med radie 2. Strickan AB &r en dia-
meter och |AC| = 1. Punkten D ligger pa bisektrisen till AC AB. Lat P va-
ra skdrningspunkten mellan BC och AD. Bestdm |AP|,|BP|,|CP|,|DP)|
och |CD].

63. I en viss likbent triangel dr omskrivna cirkelns radie fyra ganger sa lang
som inskrivna cirkelns radie. Bestdm forhallandet mellan triangelns bas
och ben.
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64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

Fran en punkt pa en cirkel dras tva mot varandra vinkelréita kordor, av
vilka den ena &r dubbelt sa lang som den andra. Bisektrisen till den réta
vinkeln dras ut till den tréiffar cirkeln. Hur lang &r bisektrisen, om cirkelns
radie dr r?

En cirkel har radien r. P &r en punkt som har avstandet a, som &r > r,
till cirkelns medelpunkt O. Fran P drar man en tangent till cirkeln och
tangeringspunkten &r A. Lat B och C vara skidrningspunkterna mellan
cirkeln och linjen genom O och P. Berdkna |AB| och |AC]|.

I en cirkel &r A;As och A3zA, tva kordor som skir varandra under rit
vinkel i B. Bevisa att for cirkelns radie r géller

1
r? = 7(a% + a3 + a3 + a}),

dir a; = |4;B|.

Visa att bisektriserna till vinklarna i en parallellogram antingen skér
varandra i en punkt eller bildar en rektangel.

Hirled formler for lingderna av bisektriserna och medianerna i en god-
tycklig triangel.

Bevisa att de linjer som férbinder mittpunkterna pa sidorna i en godtycklig
fyrhorning bildar en parallellogram.

En myrslok som befinner sig i A skall ga till floden for att dricka och sedan
till B for att sova. Hur lang blir myrslokens promenad om den gors sa kort
som mojligt? A

B

10

Flod
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