MATEMATIK
Goteborgs universitet
Losningar till tentamen i Linjir algebra, MMG200, 20090414

1. Vi Gauss-eliminerar totalmatrisen.

1 0 1 —1]2 1 0 1 -1]2 1 0 1 —1]2
0 -1 2 —1/5 0 -1 2 -1/5 0 -1 2 —1/5
1 0o 1 23171 o 0o 2 15071 0o o0 2 1]5
2 11 0|6 0 -1 -1 2|2 0 0 0 919

Bakatsubstitution ger till sist att (z,y, z,w) = (=1, —-2,2,1).

2. Dessa uppgifter kan man svara pa utan att rdkna om man vill, om man an-
vinder resultatet i Uppgift 1.

(a) Svar: Nej. Eftersom vi hade entydig 16sning &ar determinanten for koeffi-
cient matrisen determinant skild ifran 0.

(b) Svar: Nej. Da determinanten dr produkten av egenvirdena och determi-
nanten av A &r skild ifran noll kan ingen av egenvirdena vara noll.

(c) Svar: Nej de ar linjéart oberoende. Vektorerna (—1,0,1, —2), (0, —1,0,—1),(1,2,1,1)
och (—1,—1,2,0) ar kolonnerna i koefficient matrisen A. Da denna hade
determinant skild ifran noll &r kolonnerna (och dven raderna) linjirt
oberoende.

3. (a) For att berdkna egenvirden betraktar vi

-2 1 0
O=det(A—=AE)=det| 0 —X 1 |=-X\+1
1 0 =X

Vi far den binomiska ekvationen A\* = 1, som vi ldser genom att siitta
A\ =re?. Far r3e? = \3 = 1 = 1€% vilket betyder »®> =1, dvsr =1, och
30 =0+ 2nm,dvsl = Q”T” Vi har funnit tre egenvirden motsvarande de
tre enhetsrotterna svarande mot n =0, 1, 2.
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A =1 A =€3 =w A3 = €3 =w".

For att finna egenvektorer till egenvirdet \; betraktar vi totalmatrisen

-1 1 010 -1 1 0/0
0 -1 110 ~ 0 -1 11]0
1 0 —-1]0 0 0 00

Vi finner att (1,1, 1) r en egenvektor. For Ao betraktar vi

—w 1 0 10 —w 1 0]0
0 —w 110 ~ 0 —w 110
1 0 —w|0 0 0 010

dvs(l,w,w?) dr en egenvektor. Slutligen finner man pi samma sitt att
1, w?, w dr en egenvektor for egenvektorn \s. I denna uppgift ndjer jag mig
med att man ridknar ut det reella egenvardet och motsvarande egenvektor.



(b) Direkt rdkning ger att om vi multiplicera ihop tre A matriser far vi den
treradiga identitetsmatrisen F.
Alternativt foljer detta fran att A = VA3V 1. D4 diagonal elementen i A
ir egenvirdena och dessa uppfyller ekvationen \* = 1 finner vi att A3 = F
och dirmed #r A®> = VEV™! = VV~! = E. Man bor di ocksa klarligga
att kolonnerna i V' ar egenvektorerna och dessa ar linjirt oberoende alltsa
finns V1.

(¢) Som vi fann i uppgift 3b sa 4r F = A% = A?A. Detta betyder definition-
smissigt att A2 = A=, dvs

0 1
A7t=A=[00
10

o = O
—_ o O
o O =
O = O
Il
o = O
— o O
o O

4. De tva planen

d.

m:x+y+z=0o0chm:x+2y+32z=2.

skir varandra i en linje L da de har linjart oberoende normaler. Vi vill alltsa
hitta ett tredje plan som innehaller denna linje L. De plan som innehaller
denna linje har alla normal vektor som ar en linjarkombination av normal
vektorerna till planen 7 och 7y, d vs dr pa formen

n=a(l,1,1) + b(1,2,3).

Om planet har sddan normalvektor och den innehaller nagon punkt pa L sa
innehaller den hela linjen L. Ser att texligger punkten (—1,0,1) pa L och
dérmed &r varje plan som innehaller L av typen

n- ((;U,y, Z) - <_1707 1)) = (Cl(l, 17 1) + b<17273)) ’ ((l’,y,Z) - (_1707 1))
CL(L L, 1) ’ (I,y,Z) - a0+b(17273) ) (l’,y,Z) —b2
alx+y+2—0)+b(z+2y+32—2).

0

Dvs varje linjar kombination av planen fungerar, speciell duger det att lata 73
vara lika med 7 eller ms.

(a) Matrisen
R. = ( cos —sina )
sina cosa
vrider planet « vinkeln o moturs. Det kan ses genom att se vad den gor
med de tva linjért oberoende vektorerna (1,0) och (0, 1).

(b) En egenvektor, svarande mot ett reellt egenviirde, ligger pa en linje i R?
som avbildas pa sej sjdlv av matrisen. Da inser vi att vi endast kan ha
reella egenvirden da o = nz for nagot n € Z. Om n jamnt dr R, = F, den
tvaradiga identitets matrisen, och dirmed ar alla linjer egenvektorer med
egenvirde 1. Om n udda dr R, = —F och alla vektorer dr egenvektorer
men nu med egenvarde —1.



(c) Finner att om vi applicerar matrisen R, och sedan Ry sa vrider vi planet
vinkeln o + . Det far vi ocksa om vi applicerar matrisen R, dvsvi
har att

cos(a+ ) —sin(a+ f)
( sin(fa + 3)  cos(a + ) ) = Ratp = Halty =
[ cosa —sina cos —sinf |
-\ sina  cosa sinf3 cosf3 ) N
[ cosacosfB —sinasin3 —cosasin — sinacos 3
~ \ cosasinfB+sinacos3 cosacosf3 — sinasin 3 )

Elementet i forsta rad och kolonn ger att cos(aw + ) = cosacosf —

sin v sin 3.

(b) M ’s egenvéirden &r nollstéllen till 0 = (3 — A)(3 — A) — &. Nollstéllena &r

% och 1. Motsvarande egenvirden &r ( _11 > och ( 3 )

(c) Fordelningen stabiliseras mot egenvektorn som motsvarar egenvirde 1

d vs pa 6vervaningen samlas % och pa nedervanginen % av familjens saker.

6. (a) Matrisen M ges av M = <

D[ D0 |
OO =

7. Antag att A dr ett egenvirde till M och att Mv = Av. Da giller att M"v =
Ev = v. A andra sidan & M™v = \"v. Vi finner att v = A"v, dvsA" = 1.
Detta innebér att A dr en enhetsrot och ligger pa enhetscirkeln , ty om vi tar
belopp av bagge leden finner vi att

1= A" = A"

Da || dr reellt och positivt maste |A| = 1.



