MMG200, Linjir algebra

Kortfattade 16sningar till tentamen den 20 dec. 2007
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(b)

{c)
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Sant.

Riktningsvektorn for den forsta linjen, (-2, 3}, och normalvektorn
for den andra, (3,2} 4r ortogonala.

Sant.

Eftersom Av = (6,3} = 3(2,1} = 3v dr v en egenvektor med
egenvirdet 3.

Falskt.

Ekvationen Ax = 0 har hogst tva pivotelement (ett 1 varje rad) sa
det finns minst en fri variabel och alltsd har ekvationen oiindligt
ménga ldsningar,

Falskt.

Att Ax = 0 har entydig l6sning betyder att det inte finns nagon
fri variabel. Det giiller ocksé fér Ax = b sa om det finns en ldsning
dr den entydig.

Sant.

Eftersom QT Q = I giller x = Ix = QTQx = Q70 = 0.

Falsks.

Villkoret AA™! = I medfér att bade A och A™! &r inverterbara.
Men E ﬂ Ar inte inverterbar.

Sant.
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Sant.
En vektor v som #r ortogonal mot linjen uppfyller att Av = —v,

sa v &r en egenvektor med egenvirdet —1.

2. Planet har normalvektorn n = {2,0,1} Lat Qr = P+ in =
(2 28, ~2,~1 -t} och viilj £ s& att &, ligger i planet dvs.



{2+ 2ty + (~1+ 1) =4 eller £ = 1. Da géller att avstandet 4r

it

d=1PQ,|=linj=1vE= L.
g ‘ : vh
3. Gaussellimination ger
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{a) Om p =1 har A rang 3., annars &r rangen 4.

{h) Pivotkolonnerna (de tre forsta} i A &r en bas for kolonnrummet.
S&(1,0.0,1), {1, 1,1. 1) och {1, -1,1,1} 4r en bas f&r kolonnrum-
met.

{c) Variabeln x4 dr fri sd med xq = 2¢ far vi l6sningen

Ty = 4t 4
:.T,‘Qm—" - 5
g = -t eller x = ¢ 1
Ty = 2t

S& {4, ~b, 1,2} &r en bas for nollrummet.

4. Eftersom e; % ey = {3.0,-3) = 3(1,0, -1} dr ez vinkelrdt mot bade
ey och ez, 84 ey, ey och ey dr en ortogonalbas.

Om v = (1,2,3), och {&,y, z) dess koordinater i den nya basen giller
rey + ijes -+ 203 = V.

Skaldrmultiplikation med e; ger re; - e; = e; - v eiler 2z = 6 och
x = 2. P& liknande sitt far vi yes - e2 = ez - v, By = B och y = 0, samt
zey-ey = @3-V, 22 = —2 och 2 = —1. Alltsd har v koordinaterna
(2,0.1) i den nya basen.

5. Idealt vill vi att den stkta linjen y = ax + b skail uppfiylla

—g+b=1

b=10
b= -2
204 b= -2

Minstakvadratldsningen till detta system ges av A7 Ax = A'b dar
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rose AT 4~ [ 8 2 Ty o [ 7
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med losningen a = —11/10 och b = —2/10. S& den sékta linjen ar
Y= Tlﬁ(wll:z? - 23,

5. {a)
Aty Axg = xg eller (A — INxg = 0 ger

-1 1 0 -1 1 G -1 1 0
Al ~2A-2I=11 -2 1|~ |0 -1 1!~10 1 -1
0 1 -1 0 I —1 9 6 0

med losningen xp = (1,1, 1)
(b)

Vi bestdmmer egenvirdena. Vi har
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S# egenviirdena dr 1, 4 och —3.

Enligt (a) vet vi att vi = (1,1,1) dr en egenvektor till med egenvirdet

1. Lat vo och vy vara egenvektorer med egenviirdena # respektive — 1.

Eftersom A dr symmetrisk vet vi aft v, vo och vy dr en ortogonalbas
for ®3. S& varje vektor xg kan skrivas
Xg = €1V -+ CaVa -+ CaVa .

Detta ger

Xp = A%Xg = c; A"V + 004 vy + A% vy

l n 1 Ti
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S4 limy, . ac Xy — 0, nir ¢y = 0 dvs. nir xg € Span{va, v3}. Span{vy, va}
ar det ortogonala komplementet till vi. For att beskriva detta expli-
cit observerar vi att vektorerna (1, —1.0) och (1.1, -2} tillsammans
med v, &r en ortogonalbas for B3, Allesd giller limy—og Xn — O nér
Xg € Span{{1,-1,0},{1,1,-2)}.

Anmirkning. Vektorerna {1, 1,0} och (1,1, —=2) &r inte egenvektorer
till A men Span{(1.~1,0),{1,1,-2}} = Span{ve, va}. En kalkyl visar
att vy = {1,0, =1} och vy = {1.—2,1) sa ett alternativt svar ar att
liMymne Xp = 0 niir xg € Span{(1,0,~1),(1,~2,1)}.

. Lat e och eg vara en bas for V. D& géller

up = rie; + ye;
Up = Tg€y -+ Y283
Uy = rze; -+ yaep
Antag att
iy + Gl -+ ogtig = 0. (1)

Detta kan skrivas

C;(xl )+(52<T2)+63<$3)=O
1 Y2 Y3

Ty Iy X “
1o s o =0,
Yoy W3
Detta 4r ett ekvationssystem med fler obekants (tre) dn ekvationer

{(tva), s& {1) har alltsd en icke-trivial losning. Alltsa dr uy, ug och uy
linjért beroende.

eller

L Vi ohserverar forst att A'v = AAlv = A0 = 0 och A%v = A4 =
A0 =0,

Antag nu att
cov + o Av + coA%vy + r:;;Asv = (),

Genom att | tur och ordning applicera A, A% och A% pa denna ekvation
far vi
cov + el Av + 3 A%y 4 c3A%v = 0
coAv + o; APV + 0 A%V = 0
coA?vy + 0 A%V =0
oo Aiv = 0

Om Av # 0 far vi ¢y = ¢; = cp = ¢3 = ( vilket innebér att de fyra
vektorerna v, Av, A%v, A%v #r linjart obercende. Men fyra vektorer i

®? 4 alltid linjirt beroende. Alitsa giller A%v = 0.



