MMG200, Linjir algebra
Kortfattade l6sningar till tentamen den 26 mars 2008

1. (a) Sant.

Eftersom A dr linjér giller A(2x; —~x2) = 24Ax; — Ax; = 2b~b =
b,

(b} Sant.
Planet 2 = & + 2y + 3 eller 7 + 2y — z = —3 har normalvekiorn
(1,2, -1). Eftersom (2,4, —2) = 2(1,2, ~1) &r (2,4, —2) parailel]
med normalvektorn ach alltsd vinkelriit mot planet.

{¢) Falskt.
Om kolonnvektorerna i A, a;, ag, ..., a,, 4r linjirt oberoende s
finns x # (0 s& att

Tia) + xedy -+ .. - rja, = 0.

Detta kan skrivas Ax = 0 sa l6sningen #r inte entydig.
(d) Falskt.

Vi har A = {3 1}

1 6] .
1 9 [BJ = [ J Denna vektor dr inte parallell

[ 3
med :13 L.

{e) Falskt.
Ett motexempel ges av 4 = ( = ,g (1)] och B = {D 0}. Da
4
ghiler AC =0 = BC men A # B,
(f} Sant.
Eftersom det C # 0 dr ' inverterbar och alltsé géller 4 = C~HCA) =
C™YCBj = B.
{g) Falskt.
Vi har dim(Col A) + dim{Nul 4} = 5.

(h} Sant.

Om xjAe; + ... + x,de, = 0 sa Alxsey + ... + xze,) = 0.
Eftersom A dr inverterbar, speciellt injektiv, folier att xje; +
.+ Xpey = 0. Men e:, ez, ..., e, dr linjirt oberoende och

alitsa d4r x; = ... = x, = 0. Detta betyder att Ae;, Aes, ...,



[N —y

Ae,, dr linjirt oberoende och pastaendet foljer eftersom n linjért
oberoende vektorer 1 ™ &r en bas for R™.

9. Lit Pp=(0,1.2), P = (1.2,3), P = (1,1,3). u =P, Pi= (1,1, 1) och

4o

-

.

e

v =PyPy= (1,0,1). Arean av rektangeln som spénns av u och v ir

% v). Triangelarean dr alltsd 5ju x vi.
Men

| er ex e |
uxve=;1 1 1
1o 1
Sé arean biir 11(1,0,1)) = §v/2 = m\/%
. Gaussellimination ger
at+1 1 11 a+iil
204+313 |~ 0 1 a+2:2
1 22-+313 0 a a+2]2

4 Lat ey = (1.0,0), e

Sa om (a+2)(1 —a) # 0, dvs. om a #

= (1,0,1) .
11 a+1 L1
~1 01 o+ 2 2
10 (a+2){(1—a)i2{l—a)

1 eller & # —2 har systemet

precis en lésning, om a = 1 har det oéindligt manga [Ssningar och om

o = —2 saknas lGsning.

{G]D) ez =
(1,1,0}. f5 = (0.1

£ = (1.1,1). £

ey = fh -+ f3 - fl och e = f; ~ fg. Sa Aey = Af, —~ Af;g

(0,0,1) vara standardbasen,
(). Da giller ey f; — £,
(0,1.0),

Aeg =z Afz -+ Afg - Afl e {Oh(}, 1) ach Ae3 = Afi - ,4{"2 =z (G,U. mi}.

Avbildningen A ges alltsa av matrisen

A= éAe; Aeg Ae;;l =

O e D

g aQ
0 a
1 -1

(a} Minstakvadrativsningen ges av AT Ax = A”b. Vi har

11 0
ATA= 10 2 1
1

0
2
1 1

Fonm e g

ach

ATh =

Gaussellimination ger

2 0 6 11 003
53 3 |~{033 -3]|~
33 -3 03 3 -3

1 2 20
1| =12 5 3
-1 03 3
5 6
1) = | 3
1 -3
11003 1o ~1] 4
011 -1]~101 1 =1
0 0 0 0 06 0.0



r= 441
y= -1~
z = t

{b) Den stkta punkten ges av Ax dér x #r ndgon minstakvadratlos-
ning, t.ex. x = {4, -1,0). Vi far
10 1 4 4
Ax= |1 2 1 -1 =\ 2
6 1 ~1 0 -1
6. Vi borjar med att diagonalisera matrisen A.
{a} Egenvirden,
Vi har

LT — A 3

det{Am)J)mii 6 oy = HDO-TIHIE = A=At = (A-1)(A-4)
P e 1

S4 egenvirdena 4r | och 4.
(b} Egenvektorer.
A=1

, 6 3 21 . )

a giller A4 — = ) ~ et = . —2) Ar e
Pa géller A~ T ( 6 -3 ) ( 0 0 ) Sad u = (1,-2) &r en
egenvektor med egenviirdet 1.

A= 4

W ar 3 3 11 S 1 1y =

Daga.iiuA——Uw(mﬁ Mﬁ) (G O).Savw(l. 1y dr en

egenvektor med egenvirdet 4.

. - 1 1 (10 s . -1
LatP—(m_.Z _1)ochng(0 4).Da0aller.4ﬁPDgP .

1 0
G 2

A=PDyP™ = PD*P~ = ppp-tpppt,
Sdom B = 4!317_).}34E gEiHer 192 = A

Det aterstar att berékna B. FEtersom

w1 110 Lbroy (1 0-1 -1
(Pi])“(mg m;§o1)'(01§21) (Gii 2 1)

sl _;_ ““1 “"1
ar P w< 9 1)00%}

11 10 -1 -1 0 -1
— PP o .
B=FDI “(—2 4)(0 2)( 2 1)*(2 3)‘

Om D = ( ) sa giller D? = Dy och alltsa



7. LAt e och ez vara en bas for V. Da géller

u; = rie; +yieg
Uy == re€; + yoen

iy = Ta€) + Yaea

Antag att
ciug - ooug + caug = 0 {1)

Detta kan skrivas

& r a
<:1<I1 >+C2( 12)4”(33({5 ) ={
n Yz Y3

xr '8 £ .
Iy @I Ca o =0
0oy W e

eller

Detta ar ett ekvationssystem med fler obekanta (tre) &n ekvationer
(tva), s& {1} har alltsa en icke-trivial 10sning. Allgsd 4r g, 1o och uy
linjért bercende.

8. Ekvationssystemet Ax = 0 har fler obekanta dn ekvationer och alltsa
har det en icketrivial I6sning x # 0. Detta ger (47 A)x = AT{Ax) =
A70 = 0. Detta betyder att AT A inte dr injektiv och alltsa inte inver-
terbar. 84 det(A7A) = 0.



