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1. (a)-(c), 2. och 3.

Se kurslitteraturen.

1(d). Vi har X = {x ∈ R; x4 < 4} = {x ∈ R;−
√

2 < x <
√

2}. S̊a sup X =√
2.

4. Partiell integration ger∫ 1

0

2x arctan x dx =
[
x2 arctan x

]1

0
−

∫ 1

0

x2

1 + x2
dx =

π

4
−

∫ 1

0

(
1− 1

1 + x2

)
dx =

π

4
−

(
1− [arctan x]10

)
=

π

4
− 1 +

π

4
=

π

2
− 1 .

5. Vi har 1− cos x =
1− cos2 x

1 + cos x
=

sin2 x

1 + cos x
. S̊a

sin x3(1− cos x)

x5
=

sin x3

x3
·
(

sin x

x

)2

· 1

1 + cos x
→ 1 · 1 · 1

2
=

1

2
, x → 0,

eftersom lim
t→0

sin t

t
= 1.

6. Vi har f ′(x) = (1 − 2x2)e−x2
= (1 −

√
2x)(1 +

√
2x)e−x2

. S̊a f ′ är
positiv d̊a 0 ≤ x < 1√

2
och negativ d̊a x > 1√

2
. Allts̊a är f växande

d̊a 0 ≤ x <
1√
2

och avtagande d̊a x >
1√
2
. Det följer att f antar sitt

största värde för x =
1√
2

med värdet f(
1√
2
) =

1√
2e

.

7. Vi har cos x y′(x)− sin x y(x) = (cos x y(x))′ och allts̊a (cos x y(x))′ =

sin x. Detta ger cos x y(x) = − cos x + C och y(x) = −1 +
C

cos x
.

Begynnelsevilkoret y(0) = 0 ger C = 1 och allts̊a y(x) = −1 +
1

cos x
.
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8. Vi gör ett motsägelsebevis. Antag att f ′(x) ≤ 1 för alla x ∈ [0, 1]. Sätt
g(x) = f(x)− x. D̊a gäller g(0) = g(1) = 0 och g′(x) = f ′(x)− 1 ≤ 0,
x ∈ [0, 1]. S̊a g är en avtagande funktion med g(0) = g(1) och allts̊a
konstant. S̊a g′(x) = 0, x ∈ [0, 1]. Men detta motsäger att g′(η) =
f ′(η)− 1 = 0− 1 = −1.

En alternativt lösning är att observera att eftersom f ′(η) =

lim
δ→0

f(η + δ)− f(η)

δ
, ger f ′(η) = 0, att f(η + δ)− f(η) ≤ 1

2
δ om δ > 0

är tillräckligt litet. Nu är 1 = f(1) − f(0) =
(
f(1) − f(η + δ)

)
+(

f(η + δ) − f(η)
)

+
(
f(η) − f(0)

)
. Enligt medelvärdessatsen gäller

f(1) − f(η + δ) = f ′(ξ1)(1 − η − δ) ≤ 1 − η − δ och f(η) − f(0) =
f ′(ξ2)η ≤ η. S̊a 1 ≤ 1− η − δ + 1

2
δ + η < 1− 1

2
δ, s̊a vi har v̊ar önskade

motsägelse. (Om η = 1 behöver argumentet justeras en aning.)

2


