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1. (i)-(iii) Se kurslitteraturen.
(iv)Lat M ={1—1/n; n=1,2,3,...}. Da dr sup M = 1.

Bevis. Eftersom 1 — 1/n < 1 for alla n, 4 1 en 6vre begrénsning. A
andra sidan, om a < 1 sa finns ett n med 1 — 1/n > a. Alltsa &r a inte
en 6vre begrénsning.

2. Se kurslitteraturen.
3. Se kurslitteraturen.

4. Skrivp(z) =28 =222+ (24+10)z—1—i=23—-222+ 22— 1+i(z—1) =
q(2) 4+ ir(z). Vi observerar att p(1) = ¢(1) =r(1) = 0. Sa z = 1 &r en
rot.

Eftersom p(1) = 0 delar z — 1 polynomet p. Division ger ¢(z) = (z —
1)(22 —z+1) och p(z) = (2 — 1)(2% — 2 + 1 +1).

De andra rétterna fas ur 22 — 2z +1+4 = 0. Vi ser att z = ¢ &r en
rot. Division med z — i ger, eftersom i(1 —i) =141, 22 — 2+ 1+1i =
(z—1i)(z — (1 —14)). Sa den tredje roten &r z = 1 — 1.

5. Partialbraksuppdelning ger

x _ 3 2
(x—-3)(r—2) x-3 z-2°
Sa
1 ' ge=[3ljr—3—2ljz—2|] =52 3In3
/O(x—B)(x—Q)x_[ nler—3—2nfz— \0— n2—3n3.

6. Vi Taylorutvecklar!
Eftersom sint =t + O(t?),t — 0, géller sin2® = 23 + O(2*), 2 — 0.

For att hirleda utvecklingen av arctangenten later vi f(x) = arctan x.
Da giller f(0) =0,

fll@) = (1+2%) 7" sa f(0) =1
f(z) = —2x(1+2*)"%sa f7(0) =0,
och slutligen
f"(x) = =2(1+2*) 2 +4z(1+2%)73 och alltsa f"(0) = —2.
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Sa Taylorutveclingen blir
3 3

arctanw:x—Z%—i—O(x‘l):x—%+0(x4),x—>0.

(Om du kan denna formel behover du inte hérleda den.)
Detta ger
arctanr — x —%3 + O(2%) 1

1
sinzd 23+ O(z?) ——§+O(x)——§, r=0

. Lat m4 och mpg vara méngden fororeningar i tank A respektive B. Sa
my = 100c4 och mp = 200cp. Eftersom m’y och m/y &r dndringen i
koncentrationen per tidsenhet géller for tank A att

1
' — (in-ut) =10 — —
my (in-ut) 0(10 CA),
och for tank B

1
mly = (in-ut) =10 (2—0 + CA) —20cp .

Detta kan skrivas . .

/
o1 1
At 19 = 100 (0.1)
och
ot = (= +c (0.2)
BT "0 \20TA) - '

Multiplikation med €'/ i (0.1) ger

1 1
(et/IOCA)' _ met/w sS4, et/locA _ Eet/lo +C.
ca(0) =0 ger C = —1/10 och alltsa
ca(t) = 1 (1—e719)
0



eller 1 3 1
/ - -2 - —t/10
BT 102 100 200

Efter multiplikation med den integrerande faktorn far vi

110, Y = 3 o _ 1
(" en) = 06" ~ 300
Integration ger

3 ¢
t10, 2 10 b o
R AT 500

t =0 ger C' = —3/40 och vi far

t3 1
= — — [ — — —t/lO:_ 15 — (¢ 1 —t/10 '
s (f) (200 * 40) ¢ 200 (15— (E+15)e™%)

Fran formlerna for ¢4 och cp ser vi att lim; o ca(t) = 1/10 eller 10%,
och lim;_., cg(t) = 3/40 eller 7,5%. (Detta kan man inse direkt(Eller
hur?).)

8. Substitutionen = = yt ger dx = ydt, 0 +— 0, 1 — 1/y och vi far

1/y y Vy 4
Fly)= | 2L ydt= dt
) /0 v +y22Y /0 e

< 1 o T
i 1+t2dt:[arctant]0:§.




