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1.

2.
3.
4.

d.

(a) Se boken sidorna 215-216 (fér grupp) och 218 (for abelsk).
(b) Man kan tex ta (Zy4,+) och (Zs \ {0}, ).

Se boken sidorna 136-137.
Se boken sidan 75.

Vi sétter .
f(n) = Z k(3k + 1) och g(n) = n(n + 1)?,
k=1
och ska alltsa visa att f(n) = g(n) for alla positiva heltal n. Vi gor ett
induktionsbevis 6ver n.
Basfall: For n =1 far vi

f(1):§1:k;(3k;+1):1-(3-1+1):4ochg(1):1(1+1)2=4.

Alltsa stammer det da n = 1.

Induktionssteg: Antag att f(n) = g(n) for nagot n > 1. Visa att i sa fall &r
ocksa f(n+1)=g(n+1). Vi far

fn+1)=f(n)+(n+1)Bn+1)+1)=9gn)+n+1)3B(n+1)+1)
=nn+ 12+ (n+1D)Bn+4) =0+ 1D(nn+1)+ (3n+4))
=(n+1)(n* +4n+4) = (n+1)(n+2)* = g(n+ 1),

dér vi i forsta steget utnyttjade definitionen av f och i det andra induk-
tionsantagandet.

Enligt induktionspricipen géller darmed att f(n) = g(n) for alla positiva
heltal n.

(a) Vi visar att R &r reflexiv, symmetrisk och transitiv och ddrmed en
ekvivalensrelation.
Reflexiv: © — x =0 € Z, sa xRx for alla z € R.
Symmetrisk: Eftersom y —xz = —(x — y) sa giller att xRy <= yRz,
tyn € Z < —n € Z.
Transitiv: Antag att xRy och yRz, sa att ©+ —y € Z och y — z € Z.
Da giller att x — 2z = (x — y) + (y — 2) € Z eftersom summan av tva
heltal forstas ar ett heltal. Alltsa géller att xRz.

(b) Vi har att
N={zeR:1—-z€Z}=7Z,

eftersom alla reella tal som skiljer sig ett heltal fran 1 &r precis alla
heltal.



(c¢) Vikan tex ta
0,1)={zeR:0<z<1}.
Inga tva olika tal i [0,1) &r relaterade med varandra, eftersom diffe-
rensen alltid ligger i 6ppna intervallet mellan —1 och 1 och dérmed
aldrig blir ett heltal. Dessutom givet ett reellt tal = sa dr = minus det
storsta heltal som dr mindre én eller lika med z ett tal i [0,1) sa varje
reellt tal ér relaterat med exakt ett tal i [0, 1) som dérmed innehaller
exakt en representant for varje ekvivalensklass.

6. (a) Detta &r antalet permutationer av 11 element dar 3 dr identiska (3
stycken A) och det blir alltsa ’

11!/3! = 6652800.

(Man behover inte rdkna ut fakulteten.)

(b) Vi delar in i tre olika grupper. De som innehaller tre olika bokstéver,

de som innehaller tva stycken A och de(n) som innehaller tre stycken
A.

For tre olika bokstaver blir det en permutation av 3 element bland 9
(olika) sa 9-8-7. De med tva A kan kompleteras med 8 andra bokstéver
som kan placeras pa 3 olika stéllen sa det blir 8 - 3 sadana ord. Totalt
far vi alltsa

9-8-7+8-3+1=72-7+25=>504+ 25 = 529.

7. Vi gor ett induktionsbevis ¢ver n.
Basfall: For n =1 far vi
sgd(L(1), L(1 + 1)) = sgd(L(1), L(2)) = sgd(a, b) = 1
enligt definitionen av L samt forutsittningen att sgd(a, b) = 1.
Induktionssteg: Antag att sgd(L(n), L(n+ 1)) = 1 for nagot n > 1. Vi ska
visa att i sa fall dr sgd(L(n+1),L(n+2)) = 1.
Enligt definitionen av L giller att L(n +2) = L(n + 1) + L(n) eftersom
n+2>2 sa
L(n) =L(n+2)— L(n+1).
Omd | L(n+1) och d | L(n+2), sa kommer dven d | L(n+2)—L(n+1) enligt
kénd sats. Det betyder att en gemensam delare till L(n + 1) och L(n + 2)
ocksa kommer att vara en gemensam delare till L(n+1) och L(n). Ddrmed
ser vi att sgd(L(n), L(n+1)) = 1 implicerar att sgd(L(n+1), L(n+2)) =1
och induktionssteget &r klart.

Enligt induktionspricipen géller ddarmed att sgd(L(n), L(n+1)) = 1 for alla
positiva heltal n.

Om man &ar uppmérksam sa ser man att i sjélva verket sa far vi
sgd(L(n), L(n + 1)) =sgd(L(n + 1), L(n + 2))

i induktionssteget och ddarmed kan man visa det mer generella pastaendet
att sgd(L(n), L(n+1)) = sgd(a, b) for alla positiva heltal n &ven da sgd(a, b) >
1.



8. Om vi beteckningar a:s entalssiffra med ag sa &r b = (a — ag)/10 — 2ag. Det
ger att
200 a—ag 20a9 2la—2lag a— ag
2 b= — = =21 = 21(b + 2ay).
S T TR TV 10 10 (b+2a0)
Vi ser diarmed att 2a 4+ b &r delbart med 21 och speciellt da delbart med
7. Vi har alltsa att 2a + b = 7k. Om 7 | a sa kommer 7 dela b = 7k + 2a.
Omvéant om 7 | b sa kommer 7 dela 2a = 7Tk — b men da géller att 7 | a
eftersom sgd(2,7) = 1. Dérmed &r beviset klart.

Observera att resultatet ger en rekursiv algoritm att kontroller om ett tal
ar delbart med 7. Man upprepar proceduren att skapa b fran a tills man
har ett tal som man latt kan avgora om det &dr delbart med 7. Analog regel
gar att konstruera for godtyckligt primtal.



