SUPREMUMEGENSKAPEN MM

En mangd X C R ar uppat begransad om det finns ett tal m sadant
att X C] — oo, m], eller med andra ord, att varje z i X &r mindre eller
lika med m. Ett sadant tal m kallas en majorant till X.

(SE) Varje icketom uppat begrinsad méngd X C R har en minsta
majorant.

Detta kallas supremumegenskapen, eller ibland supremumaxiomet,
och och kan anvindas som utgangspunkt istéllet for egenskapen (1) i
PB.

Den minsta majoranten kallas supremum av X och betecknas sup X.
(Om X éar obegransad uppat kan man skriva sup X = oc.) Moraliskt
ar sup X “det storsta” talet i X, fast ofta ingar detta tal inte i X.

Ezample 1. Lat X = {z; x <1}. DadrsupX =1. Om X = {z; = <
1} sa ér ocksa sup X = 1. O

Ezample 2. Lat X = {x; 2® < 2}. Da ér sup X = /2. O

Ezample 3. Om a; ar en véxande (uppat begrénsad) talfoljd sa ar
sup{ax} = limay. Se &vning 1. O

Det ar latt att se att © = sup X om och endast om p ar en majorant
och det finns z, € X s.a. xp — p.

(Obs att zy, inte behover vara olika tal. Om tex X = {1} sa kommer
xy att vara 1 for alla k.)

Bevis: Antag att u = sup X. For varje k finns x, € X s.a. xp >
p—1/k, ty annars skulle ju g — 1/k vara en majorant som ar mindre &n
w. Eftersom nu p — 1/k <z, < p foljer att xp — p. Omvént, antag p
majorant och x; finns. Om ~ ar en majorant till X har vi att x; <.
Eftersom x; — p sa ar da p < ~. Alltsa ér g den minsta majoranten
till X.

Bevis av (SE) utifran (1) i appendiz C i PB. Eftersom X # () sa finns
a € X. Eftersom X uppat begransad sa finns majorant b. Satt Iy =
la, b].

Lat ¢y vara mittpunkten pa Iy. Om ¢y ar en majorant till X sa lat
I, vara vanstra halvan av I,. Om inte lat I, vara hogra halvan av I.
Da kommer I; = [aq,b1] ha egenskapen att b; dr en majorant till X
och det finns 1 € [a1,b1] s.a. 21 € X. Genom att fortsitta sa far vi
intervall Iy, = [ag, bx] och zy € Ij s.a. by &r majorant till X och z; € X.

Lat nu m = limag = limb, (jmf beviset av sats 1 i appendix C i
PB). Tag godtyckligt x € X. Da har vi att x < by for alla k och darfor

x <m. Alltsa ar x < m for alla x € X, dvs m ar en majorant till X.
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Eftersom a; < x, < b, sa har vi att z, — m. Men 2, € X sam
maste vara den minsta majoranten till X. U

Vi sdger att en funktion f definierad pa en mangd D &r uppat
begridnsad om det finns ett tal M s.a. f(x) < M for alla x € D.
Notera att detta precis betyder att Vy = {f(z); x € D} &r en uppat
begransad mangd. Enligt (SE) har alltsa da V; ett supremum. Man
skriver ofta detta som

sup f.
D

Ezample 4. Funktionen f(x) = arctanx &r uppat begrénsad pa R och
dess supremum &r 7/2. (Till att bérja med sa dr 7/2 en majorant till
f (dvs till Vi) eftersom f(z) < /2 for alla . Vidare &r det lédtt att
hitta en f6ljd av punkter zy, (tex xy = k) s.a. yp = f(zx) — 7/2. Alltsa
ar 7/2 supremum for V;.)

Obs att i detta fall supy f inte antas i nagon punkt x (eftersom ju
arctanx < 7/2 for alla x). O

Om f ar kontinuerlig pa [a,b] sa &r f uppat begrinsad enligt sats 2
i PB. Alltsa existerar
= sup f.
[a,b]
Theorem 0.1 (Sats 3). Om f dr kontinuerlig pa [a,b] sa finns en
punkt & € [a,b] s.a. f(§) = supy,y f. Alltsi antar f ett storsta virde.

Bevis. Satt p = supp,y f. Vi vet att det finns yp € Vi s.a. yp — p
Alltsa finns zy, € [a, b] s.a. f(zg) — p.

Antag nu att p inte antas. Da &r g(z) = 1/(n — f(z)) kontinuerlig
pa [a,b] och alltsa uppat begriansad enligt sats 2. Men detta motségs
av att g(zy) — oo. Alltsa maste f anta virdet p i nagon punkt. O

Example 5. Betrakta f(x) = x%e™" pa [0,00). Klart att f(0) = 0 och
att f(x) — 0 da x — oo. Vi ska nu se att f antar ett storsta varde pa
[0,00). Det ar latt att hitta en punkt, tex x = 1 dér f ar strikt positiv;
f(1) =1/e. Eftersom f(z) — 0 da x — oo sa finns w s.a. f(x) < 1/2e
om z > w. Enligt sats 3 antar f ett storsta varde p pa [0,w]. Klart
att u > 1/e. Alltsa ar f(z) < p for alla x € [0, 00).

I detta fall kan vi faktiskt rdkna ut vad p ar. Vi vet att p antas
i nagon punkt ¢ € [0,w]. Eftersom speciellt da (varje sadan punkt)
¢ ar en lokal maximipunkt, sa f’(§) = 0. En enkel rdkning visar att
maximium antas for £ = 2, sa pu = f(2) = 4/¢% 0

évning 1 Visa pastaendet i exempel 3.
Ovning 2 Visa att (1) foljer fran (SE).

Ovning 3 Visa att f (x) ar kontinuerlig i @ € Dy om och endast om
f(xr) = f(a) for varje talfoljd z;, € Dy sadan att z, — a.
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En mangd V' C R ar dppen om det kring varje x € V finns ett 6ppet
intervall som &r helt innehallet i V. Tex &r varje 6ppet intervall |a, b| en
6ppen méangd. En méngd F ar sluten om dess komplement £¢ =R\ E
ar oppen.

Ovning 4 Antag att E ar sluten. Visa att om z, € E och z, — a
sa a € E. Géller aven omvéndningen?

Ovning 5 Visa att E = [a, b] &r sluten.
Lat £ = {1/k; k = 1,2,3,...} U{0}. Visa att E &r sluten. Vad
hénder om man tar bort punkten 07

OVning 6 Antag att K ar en sluten och begransad méangd och att
f ar en kontinuerlig funktion pa K.
(i) Visa att f dr uppat begransad.
(ii) Visa att supy f antas i nagon punkt.

Ovning 7 Visa att om f(x) &r vixande pa [a, o[ och uppat begransad
sa existerar lim,_, - f (z) och ér lika med supy, . f-

Ovning 8 Visa att zsin(1/x) ar likformigt kontinuerlig pa ]0, 1].

Ovning 9 Visa att sin(1/z) inte ar likformigt kontinuerlig pa ]0, 1].



