Riemannintegralen,
definition och nagra resultat

Med hjélp av supremumbegreppet kan vi gora en mer naturlig definition
av integrerbarhet och integralen av en integrerbar funktion.
Med beteckningarna i Persson-Béiers, sid. 286ff. satter vi

I(f) = inf{I(¥); ¥ en trappfunktion med ¥ > f}

och
I(f) = sup{I(®); P en trappfunktion med ® < f} .

I(f) och I(f) kallas for 6ver- respektive underintegralen till f. Vi har alltid
I(f) < I(f), se Ovning 2. Nér olikheten &r en likhet dr f integrerbar enligt
foljande definition.

Definition 1. En begrinsad funktion pd ett begrinsat intervall [a, ] dr (Rie-
mann)integrerbar om I(f) = L(f). Om f dr integrerbar betecknas inte-

gralen av f dver [a,b]
b
/ f(z)dz

och dr lika med detta gemensamma virde,

[ @ =10 = 105).

Sats 2. Funktionen f dar integrerbar om och endast om det for varje € > 0
finns trappfunktioner ® och ¥ med

O(x) < f(x) < Y(z) och I(¥) — I(P) < €.
I

Bevis. Om f inte dr integrerbar sa dr ¢ = I(f) — I(f) > 0. Sa om ¢ och
U &r trappfunktioner med ®(z) < f(z) < ¥(z) géller I(¥) > I(f) och
I(®) < I(f). Detta ger

() = 1(®) 2 I(f) = L(f) = .
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Omvint antar vi att f #r integrerbar och att € > 0. Eftersom I(f) =
inf{7(V); ¥ en trappfunktion med ¥ > f} finns en trappfunktion ¥ > f
med I(V) < I(f)+ %. P4 liknande sitt finns en trappfunktion ®(z) < f med
I(®) > I(f) — 5. Sa

eftersom I(f) = I(f). O

Sats 3. Om [ dr monoton och begrinsad pa [a,b] sa dr f integrerbar.

Bevis. Vi bevisar satsen da f &r védxande. Beviset da f dr avtagande ar
snarlikt. Ett alternativt sétt dr att observera att om f &r avtagande sa ar
— f vixande, och alltsa integrerbar, och sen anvinda Ovning 2 med o = —1.

Lat e >0ocha =20 <21 < ... < Tp_1 <xn:bdérxi:a+ib’7“.
Lat Il = [in_l,l’i], m; = f(l‘i_l), Mz = f(l’l) och ’Iz| =T — Ti—1 = IFTG vara
langden av I;. Observera att eftersom f &r viixande sa géller m; < f(x) < M;
da x S Iz

Definiera ¥ och ® genom att W(x) = M, och ®(z) =m; da x € [;. Da ar
® och ¥ trappfunktioner och ®(z) < f(z) < ¥(x). Dessutom géller

n

1(0) — (@) = (M = mo)| ] = 2 37 (08 = m)

_b — “(F(@1) = flwo) + flws) = flan)+

ot Fn) = f () + F@n) = f(a)

0T ) = Flae)) = L) — fla)) < €

n n

om n ar tillrackligt stort. Sa f &r integrerbar enligt Sats 2. O]

Det ar latt att se att om intervallet [a,b] kan delas upp i dndligt manga
intervall dar f &r monoton sa &r f integrerbar. Detaljerna 6verlamnas till den
intresserade lasaren.

Exempel 4. Funktionen f definierad av

lomzxe@Q
0omz¢Q

fz) =

dar inte integrerbar pa [0, 1].



Uppenbarligen géller (Eller hur?) I(f) = I(®) dar ®(z) = 1 for alla ,
och I(f) = I(V) dir ¥(z) = 0 for alla z. Sa I(f) =1 # 0= I(f).

I Persson-Boiers bevisas att om f ar kontinuerlig, eller nagot allmédnnare
om f &r kontinuerlig utom i dndligt manga punkter, sa ar f integrerbar.
I sjélva verket géller foljande karakterisering av integrerbara funktioner.

Sats 5. En begrinsad funktion pa |a,b] dr integrerbar om och endast om
{z € [a,b]; f inte dr kontinuerlig i x} dr en nollmdingd.

Definition 6. En mdngd N C R dr en nollmdngd om det till varje e > 0
finns upprakneligt (eller dndligt) manga intervall I; sa att N C |J;=, I; och
Do L] = limy, oo D50 1] < €.

Beviset av Sats 5 ligger (langt) utanfoér var kurs men for att fa en kénsla
for begreppet nollméngd ger vi féljande

Exempel 7. Om U dr en upprdknelig mdingd sa ar U en nollmdngd.

Lat xq, s, ... vara en upprikning av U och € > 0. Lat [; var intervallet
€

TR Da giller U = ;2 {z:} € U2, L

och Y0 || =307 55 = €>iey 57 = e sa U ér en nollméingd.

med mittpunkt x; och lingd |[;| =

Satsen om réknereglerna for integraler, Sats 5, sid. 302 i Persson-Bdéiers
bevisas inte — Vi avstar fran att ge detaljerade bevis av dessa regler”. Med
var definition av Riemannintegralen &r det inte svart att att bevisa Sats 5.

Vi néjer oss med att bevisa (10) (som &r svarast) och borjar med foljande

Lemma 8. Antag att f och g dr begrinsade funktioner pa intervallet [a,b].
Da gdller

(a) I(f+9) <I(f)+1(g)

och
(b) L(f+g) > L(f)+ L(g) -

Bewis. Vi bevisar (a), beviset av (b) &r likadant.
~ Lat € > 0 och tag trappfunktioner ® och ¥ med ¢ > f, ¥ > g, I(®) <
I(f)+eoch I(V) < I(g)+e. Da dr @+ en trappfunktion med &+W¥ > f+g.
Sa

I(f+9) <I(®+9)=I1(®)+ (V) <I(f)+1(g)+ 2.

<
Detta giller for alla € > 0 och alltsa I(f +g) < I(f) + 1(g).



Vi kan nu enkelt bevisa (10).

Sats 9. Antag att f och g dr integrerbara funktioner pa intervallet [a,b]. Da
ar f + g ocksa integrerbar och

[ 1+ o= [ s [ o

Bewvis. Lemmat ger

I(f+9) <I(f)+1I(g) = (f och g integrerbara)
L

(f
(N+Lg) <I(f+9) <I(f+9)-

I~ N~

Sa alla olikheterna ir likheter. Speciellt géller I(f +g) = I(f +g), och alltsa
ar f + g integrerbar. Dessutom ar

[ 1w+ o =10 +9) =T+ T = [ s+ [ g,

Att bevisa att af ar integrerbar limnas som Ovning 2.

I boken formuleras och bevisas triangelolikheten (Sats 7) bara da f ar
styckvis kontinuerlig men det riacker att anta att f &r integrerbar.

Sats 10. Antag att f dr integrerbar pa intervallet [a,b]. Da dr |f| ocksa

integrerbar och
b b
|ty < [ i@

Bevis. Lat € > 0. Eftersom f &r integrerbar finns en partition och trappstegs-
funktioner ¥ och ® med avseende pa denna partition, sa att ® < f < ¥ och
I(V) — I(®) < e. Lat m; och M; vara virdena av ® och ¥ pa ;. Vi skall de-
finiera tva trappfunktioner ¥ och ® sa att ® < |f| < W och I(¥) —I(®) < e.
¥ och @ ir definierade pa samma partition som ¥ och ®. Sa det giller att
definiera deras viarden m; respektive Ml Vi har tre fall:
I. Om m; > 0 later vi m; = m; och M; = M,.
II. Om m; < 0 och M; > 0 later vi mm; = 0 och M; = max(M;, —m;).
ITII. Om M; < 0 later vi m; = —M,; och Ml = —m,.
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Observera att M; — m; < M; —m; och att pa I galler m; < |f| < M;. S&

n n

108) = 1(8) = S (0 — )1 < S0 (M = ma) || = 1(¥) = 1(®) < e

i=1 =1

Alltsa &r | f| integrerbar.
Beviset av olikheten ar nu likadant som i Persson-Boiers. O]

Anmirkning 11. [ Extra évningar, uppgift 1c) skisseras ett alternativt bevis
for att |f| dar integrerbar.

Generaliserade integraler
Sats 12. En absolutkonvergent integral dr konvergent.

Bewvis. Vi behandlar bara fallet faoo f(z)dz dér f(z) &r integrerbar pa alla
intervall [a, X]. De andra fallen &r snarlika.
Vi antar alltsa att [ | f(z)|dz < oo, och skall visa att

lim/ f(x)dx existerar.

—
Xooa

Lit f1(x) = 3(f(2)| + f(2)) och f_(x) = 1(|f(2)| - f(2)) (Rita figur!). D
giller f(x) = f,(x) — f-(x). Dessutom ir 0 < fy(x) < 3(|f(x)] + |f()]) =
(@) och 0 < f-(z) < 3(f(@)| + |F (@) = |F(x)]. Sa

/ dx</aoo|f(x)|dx<oo
/

och .
dx</ |f(x)|dx < oo .
Eftersom f(x) = — f-(x) géller
b b b
Jim. / fayde = fim [ fo)de = tim [ f(@)ds

Eftersom bada gransviardena i hogerledet existerar, existerar gransvérdet
limx_ o faX f(z)dz och integralen f;o f(z)dz ar konvergent. ]



Ovning 1. Visa att vi alltid har I(f) < I(f).
Ovning 2. Visa att om f ir integrerbar sa éir a.f ocksa integrerbar.

Ovning 3. Visaatt Y00, & =1.

Ovning 4. Visa att en monoton funktion kan ha hégst uppriikneligt manga diskontinui-
tetspunkter.

Ovning 5. Visa att det finns en begrinsad viixande funktion pa [0,1] som har ett upp-
rakneligt antal diskontinuiteter.

Ovning 6. Vi bevisade att om f #r en integrerbar funktion sa &r |f| ocksa integrerbar.
Giller omvéindningen, dvs. om |f| r integrerbar si dr f &r integrerbar?

Ovning 7. Enligt Lemma 8 géller I(f + g) < I(f) + I(g). Finns det funktioner f och g
saatt I(f+g) <I(f)+1(9)?



