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1. (a)
(b)

Se boken sidan 61.

Man kan tex ta

Injektiv, ej surjektiv: f(n) =n+ 1.

Surjektiv, ej injektiv: f(0) =0, f(n) =n —1 om n > 0.
Bijektiv: f(n) =

2. Se boken sidorna 136-137.

3. Se boken sidorna 215-216 samt 218.

4. (a)

Vi anvéander Euklides algoritm:

1173 =3 - 363 + 84
363 =4 -84+ 27
84=3-27+3
271=9-3.

Fran detta drar vi slutsatsen att sgd(1173,363) = 3.

Vi anvéander Euklides utokade algoritm och far successivt genom att
anvanda liketerna ovan att

3=84—-3-27T=84—-3(363—4-84)=13-84—3-363
= 13(1173 —3-363) —3-363 = 13- 1173 — 42 - 363.

Vi far att x = 3-13 = 39 och y = 3+ —42 = —126 &r en 16sning.
Samtliga 16sningar ges av

363 1173
xr =39+ = 39 4+ 121n och y = —126 — — = —126 — 391n,
dir n € Z.
Vi far tva fall: 2 killar och 3 tjejer, repspektive 3 killar och 2 tjejer. Det

handlar om val utan hénsyn till ordning, alltsa kombinationer, och vi
far totalt

14\ /12 N 14\ /12 _14.1312.11-10+14.13.1212.11
2 3 3 2/) 2 2.3 2.3 2
=(7-13)-(2-11-10) + (14-13-2) - (6 - 11)

=7-13-2-11(10+6 - 2) = 143 - 14 - 22
— 143 - 308 = 44044

olika lag.



(b) Antalet permutationer av k element bland n ges av
nn—1)-...-(n—k+1)

sa det handlar om att se hur man kan faktorisera 210 i tal som foljer
direkt efter varandra. Primtalsfaktoriseringen &r

210=2-3-5-7

sa speciellt maste en av faktorerna ha 7 som primtalsfaktor. Minsta
mojliga ar 7. Vi kan inte fa ihop till 8, men déremot &r 6 = 2 - 3 och
kvar dr da 5. Alltsa &r 7-6-5 = 210 vilket ger 16sningen n = 7, k = 3.
Nésta mojlighet for tal med faktorn 7 ar 14 = 7-2. Kvar blir 3-5 = 15.
Alltsa ar 15 - 14 = 210 vilket ger 16sningen n = 15, k = 2. Vi far ocksa
den triviala mojligheten n = 210 och k£ = 1.

Detta ar alla mojligheter, ty vi kan inte fa k > 4 eftersom det bara
ar 4 primtalsfaktorer sa varje tal skulle behéva besta av ett primtal
(eller mojligen 1, men det &r omdjligt) och dessa ér forstas inte direkt
efter varandra. Dessutom kan man inte ha tva med samma k, eftersom
antalet dr strangt vixande i n med fixt k.

Alla mojliheter &r alltsa
(n, k) € {(210,1), (15,2),(7,3)}.

Anmairkning: Talet 210 ér i sjdlva verket enda talet da man far bade
k =2 och k = 3 férutom det triviala 6 =3-2 =3-2-1. Om man har
en sadan 16sning sa far man namligen

yy+1) =z - Dr(z+1) =y +y=2" -

Detta ar ekvationen for en sa kallad elliptisk kurva och information
om denna far man pa http://www.lmfdb.org/EllipticCurve/Q/37/a/1.
Hér ser man bl.a. att de enda heltalslosningarna (forutom triviala dér
bada sidor blir 0) ar just (z,y) = (2,2) och (x,y) = (6, 14) som svarar
mot 6 och 210.

6. Vi gor ett induktionsbevis.

Basfallet n = 1: Vi raknar ut de tva olika sidorna och far

(2 2
Vh="me =1

respektive

HL = 21"t =2 =2.
Alltsa géller att VL<HL, sa det stdmmer for n = 1.
Induktionssteg. Antag nu att det géller for nagot n = p, dvs

(2p)! < 921

(ph)?



Vi ska visa att i sa fall géiller det ocksa forn =p+ 1, dvs

(2(p+1)! 2(p+1)—1 _ 52p+1
+D)E =" o
Vi far
Ce+D)t _ @)t 2p+2)2p+1)
(p+1)H2 () (p+D+1)
o1 P2+ D) gy 1P +1/2)
- (p+1L(p+1) (p+1Dp+1)

_ 22p+1p +1/2 < 92pt1
p+1 ’

dér vi i andra steget utnyttjade induktionsantagandet och i det sista att
p+1/2 < p+1 och att kvoten mellan dessa darfor blir mindre &dn 1.

Med stod av vart basfall och induktionssteg ger induktionsprincipen att
olikheten géller for alla positiva heltal n.

7. Vi har att 360 = 2% - 32 - 5 s& vi behover visa att 8, 9 och 5 delar talet.
Faktoriserar vi sa far vi att

n*(n* —1)(n*—4) =n-(n—2)(n — Dn(n+1)(n + 2).

Det innehaller alltsa speciellt produkten av 5 pa varandra foljande tal. Ett
av dessa maste vara delbart med 5, ett med 3 och ett med 4 samt ytterligare
ett delbart med 2. Det betyder att vi vet att 5-3-8 = 120 delar talet. Aterstar
att visa att i sjilva verket delar 9 talet.

Vi delar in i olika fall beroende pa resten vid division av n med 3. Om n
ar delbart med 3, sa kommer 9|n?, sa da delar 9 talet. Om n =1 (mod 3)
sa kommer 3 dela n — 1 och n 4 2, sa da delar 9 talet. Till slut, om n = 2
(mod 3) sa kommer 3 dela n — 2 och n + 1 sa ocksa da delar 9 talet. Alltsa
kommer 9 alltid att dela talet och darmed &r vi klara.

8. Vihar att f; = 3 eftersom alla tre siffrorna forstas funkar i en f6ljd av langd
1. For foljder av langd 2 sa kan vi inte godkénna féljden 1,2, men de 6vriga
3 -3 — 1 = 8 fungerar bra. Nér det géller foljder av langd 3 sa kan de tva
sista siffrorna vara de f; = 8 mdojliga godkénda av lingd 2. Framf{or dessa
kan man séitta 3 olika siffror och vi far 3 f, foljder. Dock kommer vissa av
dessa inte att vara godkédnda, ndmligen de som startar med 12. Dessa kan
man se som att man sétter 12 framfoér de f; = 3 godkénda av lingd 1. Vi
far alltsa

J3=3f— f1-

Vi ska nu generalisera resonemanget till att berdkna f,, om vi vet f,_; och
frn_o. Av varje godkéand foljd av langd n — 1 kan man bilda en f6ljd av
langd n genom att sédtta en av de tre siffrorna omedelbart fore féljden. Pa
detta sétt kan man bilda 3f,_; olika foljder. Nu &r inte all dessa godkénda,
namligen de foljder som man far genom att ta en foljd som borjar med en
tvaa och sétta en etta framfor. Antalet sadana ar f,_ o, ty med en tvaa i



borjan bildar man en godkand f6ljd genom att sétta vilken godkand foljd
som helst efter denna tvaa. Vi far alltsa

fn = 3fn71 - fn72-

for n > 3 med startviardena f; = 3 och f; = 8.



