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Ovningshiifte 6:

Syftet med dvningen ir att

e utforska strukturen hos talsystemen under addition respektive multiplikation samt samban-
det mellan den additiva och multiplikativa strukturen.

e introducera grupper, ringar och kroppar.

Ovning N

1. Skriv upp ALLA formler och egenskaper du/ni kédnner till som handlar om addition, sub-
traktion, multiplikation och division. (Tillsammans bor ni komma pa manga!) Exempel pa
formler dra + 0 = a, —(—a) = a och a(b+ ¢) = ab + ac didr a, b och c betecknar tal ur
nagon talmingd.

Vilka talmingder kdnner du till? Vad skiljer dessa talmingder at? Vad &r egentligen ett
“tal”? Vad dr addition, subtraktion, multiplikation och division?

2. Alla formler &r inte oberoende av varandra. Forsok att hirleda ett par av de formler du fann
ur nagra av de ovriga.

Ovning O

I denna uppgiften ska vi studera den additiva strukturen hos talméngder. Lat M vara en talméngd
vilken som helst som har addition och antag att denna addition uppfyller foljande fyra formler
(axiom):

(1) Ya,be M : a+b=b+a

(2) Va,b,ce M : (a+b)+c=a+(b+c)
(3) I0eMVaeM : a+0=a

(4) YaeM3—-—aeM : a+(—a)=0

Med andra ord sa antar vi att operatorn ‘+’ dr kommutativ, associativ, har identitet 0 och att ett
godtyckligt element a har en invers —a.

Ur dessa formler kan vi tex visa foljande:

(5) YaeM : 0+a=a



(6) Yae M : (—a)+a=0

(7) VYa,z,yeM :a+r=a+y=—zx=y

(8) Vae M : —(—a)=a

(9) Va,be M : ekvationerna a + x = b och x + a = b har entydig 16sning x.
(10) Va,be M : —(a+b) = (—a)+ (-b)

1. Bevisa att formlerna (5)—(10) foljer ur ENBART formlerna (1)—(4). Ange i varje steg
vilken/vilka formler ni anvinder.

De formler som ni nu bevisat utgor satser i en teori som har formlerna (1)—(4) som axiom.
En méingd M med en operator ‘+” som uppfyller (1)—(4) kallas for en (kommutativ)

grupp.
2. (a) Hur skulle man i denna teori kunna definiera subtraktion a — b diar a,b € M?
(b) Vad ér skillnaden mellan minustecknet i de tva olika sammanhangen —a och a — b?

(c) Diskutera formeln a — b = a + (—b). Ar detta en sats eller en definition?

Ovning P

I denna uppgiften ska vi istillet studera den multiplikativa strukturen hos talméngder. Lat M vara
en talméngd vilken som helst som har multiplikation och antag att denna multiplikation uppfyller
foljande fyra formler (axiom):
(1) VYa,beM : a-b=b-a
(2)" Va,b,ce M : (a-b)-c=a-(b-c)
(3 IleMVaeM :a-1=a
(4 Yae M\{0}3a'eM : a-at=1
Med andra ord sa antar vi att operatorn ‘-’ dr kommutativ, associativ, har identitet 1 och att ett

godtyckligt element @ # 0 har en invers a~!. Observera den stora likheten med den additiva
strukturen.

Ur dessa formler kan vi tex visa foljande:

(5) VYaeM :1-a=a

6) VYae M\{0} : at-a=1

(7)) Yae M\{0}Vz,ye M : a-z=a-y=—x=1y

(8) VYae M\{0} : (') '=ua

(9) Va,be M : oma # 0 sé har ekvationerna a - = b och = - a = b entydig 16sning .
(10) Va,b€ M\ {0} : (a-b) ' =a'-b"

1. Bevisa att formlerna (5)'—(10)’ foljer ur ENBART formlerna (1)'—(4)’. Ange i varje steg
vilken/vilka formler ni anviinder. Observera att detta ir helt analogt med uppgift 1 i Ovning
0.



2. Hur kan man definiera division a/b dir a,b € M med b # 0? Varfor far inte b = 0? Jamfor
med diskussionen i uppgift 2 i Ovning O. Vilka likheter och skillnader finns det?

3. For vilka av talmédngderna N, Z, Q, R och C giller formlerna (1)—(4) respektive (1)'—
(4)"?

4. Bland de formler som vi betraktat i samband med den additiva och den multiplikativa
strukturen saknas vissa typer av formler. Vilka? (Vi har ju bara studerat dem var for sig.)

Ovning Q

I denna uppgift ska vi introducera det viktiga algebraiska begreppet grupp. Kom ihag att ‘x’ var
en (bindr) operator (man sidger ocksa att den #r en operation) pa en mangd M om det for alla
a,b e M giéller att a x b € M. Vi gor nu foljande definition:

Definition: En mingd M med en (bindr) operator * kallas for en (kommutativ) grupp om ope-
ratorn dr kommutativ, associativ, har en identitet (eller neutralt element) e och varje element i M
har en invers, d v s:

(1) Ya,be M : axb=bx*a

(2) Va,b,ce M : (axb)*c=ax(bxc)

(3) dee MVYae M : axe=exa=a

(4) Yae M\{0}3d €M : axd =d xa=1.

Vi kommer att skriva (M, x) for att beteckna mangden M med operatorn .

Anmérkning: Normalt definierar man en grupp utan att krdva att operatorn d@r kommutativ.
Vi kommer bara att titta pa grupper dir operatorn dr kommutativ och kalla detta for en grupp.
En grupp som dr kommutativ brukar oftast kallas for en abelsk grupp efter den store norske
matematikern Niels Henrik Abel.

1. Lat M vara nagon av talmédngderna N, Z, Q, R respektive C.

(a) Pa vilka av dessa talmdngder 4r addition, subtraktion, multiplikation respektive divi-
sion en operator.

(b) For vilka av dem &r (M, +) en grupp? Vilket element dr identitet (neutralt element)?
Vad innebdr inverst element?

2. Vi ska nu titta pa kongruenser modulo ett tal n och additionen som vi definierade ti-
digare. Vi ska beteckna mingden av klasserna modulo n med Z,, sa att tex dr Zs =
{101, [1], [2], [3], [4]}. Ta fram tabellerna for addition modulo 5 och 6 som ni gjorde i en
tidigare 6vning.

(a) Man kan “direkt” ur tabellerna se att additionen uppfyller axiomen (1), (3) och (4) i
definitionen av en grupp. Hur da?



(b) Hur skulle man kunna verifiera att den ocksa uppfyller axiomet (2)? Forsok gora
detta.

(c) Nihar visatatt (Zs, +) och (Zg, +) dr grupper, eller hur? Géller detta for alla (Z,,, +)?
Hur skulle man kunna bevisa det?

3. Visa att foljande satser alltid dr sanna i en grupp (M, +):

) Ya,x,ye M : axx=axy=— =1y

2) Yae M : () =a
) Va,be M : ekvationerna a x x = b och x x a = b har entydig 16sning z.
) Ya,be M : (axb) =ad *V

Ange i varje steg vilka axiom ni anvinder. Obs: Jamfor med bevisen ni gjorde i uppgift 1 i
Ovning O och Ovning P. Det ir i princip samma bevis!

4. Visa att identiteten (neutrala elementet) i en grupp 4r unikt.
5. Visa att for varje element i en grupp sa &r inversen unik.

6. (a) Visaatt talmingderna Q \ {0}, R\ {0} och C\ {0} &r grupper med operatorn multi-
plikation.

(b) Varfor har vi tagit bort nollan?
(c) Vilket element 4r identitet?
(d) Vad innebdr det inversa elementet?

(e) VisaattZ \ {0} inte &r en grupp.

Ovning R

I denna uppgift ska vi introducera de viktiga algebraiska begreppen ring och kropp.

Vi har hittills studerat additiva och multiplikativa strukturer var for sig. For att tex fa vart vanliga
talsystem sa maste vi koppla ihop de bada strukturerna. Detta sker med hjilp av den distributiva
lagen.

Vi gor foljande definition:

b

Definition: En mingd M med en operatorerna ‘+’ och multiplikation ‘-’ dr en (kommutativ)

ring om
e (M, +) ér en grupp med identitet 0.
e Multiplikationen dr kommutativ, associativ och det finns en identitet 1.

e Distributiva lagen giller:

Va,b,ce M : a-(b+c)=(a-b)+(a-c).
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Vi betecknar att M har bada operatorerna med (M, +, -).

Anmirkning: Normalt definierar man en ring utan att krdva att additionen dr kommutativ. Vi
kommer bara att titta pa ringar dér additionen dr kommutativ och kalla detta for en ring

Observera att vi INTE kréver att det ska finnas inverser med avseende pa multiplikation. Det &r
alltsa inte givet att man kan “dividera” i en ring. Om man okar pa kraven ytterligare och kriver
att alla element utom 0 ska ha invers med avseende pa multiplikation sa far man en kropp:

Definition: En médngd M med en operatorerna addition ‘+’ och multiplikation -’ &@r en kropp
om den &r en ring och alla element i M \ {0} har en invers med avseende pa multiplikation.

1. Direkt fran definitionerna foljer det att en kropp ocksa ér en ring. Varfor det?
2. Vilka av talmdngderna N, Z, Q, R och C ir ringar? Vilka dr kroppar?

3. Motivera att (Z,, +, ) dr en ring oavsett vad n dr. (Hér dr additionen och multiplikatio-
nen sa som vi definierat dem i tidigare avsnitt.) Vad dr det man maste kontrollera? Kolla
speciellt att den distributiva lagen giller.

4. Visa atti en ring géller foljande satser:

eVaceM :a-0=0
(=1 -(=1) =1
VYVae M : —(—a)=a
e Va,be M : (—a)-b=—(a-b
e Va,be M : (—a)-(—

Markera i varje steg vilket axiom som anvénds.

5. Visaatt i en ring med minst tva element sa giller att 0 # 1. (Tips: Utnyttja den forsta satsen
i forra uppgiften for nagot a # 0.)

6. Visa att om (M, +, -) dr en kropp sé &r (M \ {0}, -) en grupp. (Inga rikningar behovs.)

7. Antagnu att (M, +, -) dr en godtycklig kropp. Da kan vi definiera de inversa operationerna
subtraktion och division genom:

a—b:a—l—(—b)och%:mb’l.

Visa att foljande géller:



() ¢+ < =24comb d#£0

Glom inte att 1 varje steg ange vilket/vilka axiom som anvénds.
8. Jamfor i forra uppgiften de tva forsta formlerna med varandra och den tredje med den
fjarde. Vad ser ni? Ar de relaterade pa nigot stt?
9. (a) Visaatt (Zg, +, -) inte dr en kropp.
(b) Visa att (Zs, +, -) dr en kropp.

(c) For vilka n giller det att (Z,,, +, -) 4r en kropp? Hur bevisar man det?

10. (a) Motivera att
R:Z[\/ﬁ] — {a+bv/2:a,be 7}
ir en ring.
Vad dr det man behover kontrollera? Jo, att 0,1 € R, att det finns en additiv invers
i R till varje element i R och inte minst att addition och multiplikation &r operatorer
pa R.
(b) Motivera att
Z [\/ﬂ ={a+bW2:a,bcZ}
INTE ir en kropp.
(c) Motivera att
Q [\/ﬂ ={a+bV2:a,bcQ}
iar en kropp.

(d) Kan ni generalisera era bevis for att bevisa motsvarande resultat med 2 utbytt mot ett
godtyckligt (positivt) heltal n?

Uppgifter ur boken som rekommenderas for sjilvstudier:

Kapitel 8: labcdef, 7abd, 19abcd.



