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1. (a) Sant. Matrisen har bara egenviirdet 2. Sa R*> = GE, och alla
vektorer ar generaliserade egenvektorer till matrisen.

(b) Sant. Genom att vilja en bas B vet vi att matrisen [T']p &r in-
jektiv. Gaussellimination ger att matrisen har ett pivotelement i
varje kolonn. Dérfor har den ett pivotelement i varje rad och alla
ekvationer [T]px = b &r losbara.

(c) Falskt. Om p(t) = (t —1)(t+1) = t* — 1 € Py sa ér p(—1) =
p(1) = 0 och alltsa (p,p) = 0.

(d) Sant. Varje vektor v &r en generaliserad egenvektor till 7. Sa
(T — I)*v = 0 for nagot k. Men enligt sats géller da (T —I)3v = 0
och alltsa &r (T — I)* = 0.

(e) Falskt. Spektralsatsen ger att det finns en ON-bas B sa att [T]p

ar diagonal. Diagonalelementen &r egenvérdena till 7' sa minst ett
av dem ir i. Men [T*]g = [T]¥ och da i = —i # i ar [T)2 # [T]5.

2. Lat S vara standardbasen pa R2. Da ér [I]gr = 1 ? ) En kalkyl
. 12
ger [Ips = [I|gp = ( 1 —1 ) Detta ger
2 -1
T)s = ]sp|T)s[]rps = ... = ( 10 ) :
Eftersom S &r en ON-bas giller
* _ T __ 2 1
1 e e -5 =9
Till sist far vi [T%]p = [{]rs[T*]s[l]sr = ... = ( i 7 >

3. Matrisen A har egenvirdena —1 och 4 med egenvektorerna e; = (1,1)
respektive e; = (2, 1).

Vi ansétter x(t) = a(t)e; + b(t)es. Da géller
X' (t) = d'(t)e; + V' (t)es
"(t) = d"(t)er + V' (t)ey
(t)

X
Ax(t) = —a(t)e1 + 4b(t)e2 s
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sa Ax = x ger a’ = —a och b = 4b.

Eftersom x(0) = (1,1) = e; och x'(0
begynnelsevilkoren att a(0) = 1, b(0) =

) = (3,2) = e; + ey och ger
0 och a/(0) = ¥'(0) =

Sa det géller att losa

a’(t) = —a(t) b (t) = 4b(t)
! { a(0) =1,a(0) =1 °P I { b(0) = 0,5(0) = 1

I. Vi far a(t) = Acost+ Bsint, a/(t) = —Asint + B cost. Begynnelse-
villkoren ger A = a(0) =1 och B = d/(0) = 1. Sa a(t) = cost + sint.
II. Nu far vi b(t) = Ce* + De 2 ¥/'(t) = 2Ce* — 2De"*. Begyn-
nelsevillkoren ger €'+ D = b(0) = 0 och 2C — 2D = ¥'(0) = 11.
Ekvationssystemet

C+D=0 . 11
{ 9°C — 9D — 1 har losmngenC’_é—l,D__Z
Sa vi far x(t) = (cost +sint)(1,1) + $(e* — e72")(2, 1) eller

z1(t) = cost +sint + S(e* — e %)
To(t) = cost + sint + (e — e~ %)

-2 2
Observera att N2 = 0. Losningen ges av x(t) = e!z(0). Nu ér

. Matrisen A har det dubbla egenvardet 1. Lat N = A—1 = ( —2 2 > :

1 -2t 2t
tA _ GHIHN) _ jttN
et = ele e'(I +tN) = < ot 1+2t)
och
1— 2t 2t 0 2t
ot ¢

X(t)_e< —21 1+2t>(1)_6 (1+2t)

eller

{ 21(t) = (1 — 2t)et

xo(t) = —2tet
. For standardbasen py = 1, p1 = t, po = t2 och ps = t3 giller
Tpo=0, Tpi=1=po, Tpy=2t"+ 2t = 2p; + 2py

och
Tps = 6t° + 3t* = 3p, + 6ps .
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0100
00 20
T]s = 002 3
000 6

Egenvéirdena dr 0 (dubbellt), 2 och 6. Egenvektorerna till egenvirdet 2
fas ur

2 1.0 0 21 00
0 -2 2 0 01 -1 0
[T]s —2I = o o003 |"” 00 01
0 00 4 00 00

Med den fria variabeln z3 = 2, far vi x4 = 0, 2o = 2 och z; = 1.
Sa e = (1,2,2,0) dr en egenvektor, [T]se = 2e. I invariant notation
betyder det att om P(t) = 1+ 2t + 2t sa géller TP = 2P.

Anmirkning. Egenviirdet 6 ger multiplar av polynomet 1 + 6t + 18¢% +
243 som alltsd ocksa #r en losning. Egenvirdet 0 ger bara konstanta
polynom som egenvektorer.

6. Se kurslitteraturen.



