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1. (a) Falskt. V &r inte slutet under varken addition eller multiplikation
med skaldrer. T.ex. sa géller v = (0,1,1) € V (ty 1-0+2-1-1-1 =
1), men 2v=(0,2,2) #V (ty 1-0+2-2—-1-2=2).

(b) Falskt. T.ex. om x = (1,0) sa giller ||z|* = (z,z) = 1-0+0-1 = 0.

(c) Sant. (A — I)*u = 0 sa u ér en generaliserad egenvektor till egen-
vardet 1.

(d) Sant. Lat A vara matrisen for avbildningen "vridning ett kvarts
varv”. Da #r A? matrisen for avbildningen “vridning ett halvt
varv”, dvs. A%2 = —1.
Konkret: Om A = ( 0

1

(e) Falskt. Enligt reella spektralsatsen kan vi vélja en (reell) ON-bas
B sa att [A]p #r diagonal. Om [A]%} = —1 uppfyller diagonalele-
menten d% = —1 som saknar reell 16sning.

_(1] ) sa dr A2 = —1.

2. Losningen ges av x,, = A"X.

En kalkyl ger att matrisen A har egenvirdena 1 och 2 med egenvekto-
rerna e; = (2, —1) respektive es = (1, —1).

Dessutom ar xo = 2e; — e,. Vi far
x, = A"xg = A"(2e; —ey) = 2A"e; — A"ey = 2e; — 2"ey

eller
X, =(4-2"2"—-2).

3. (a) Vihar [T]s = [I]sp[T)s[I]rs = U]sr[T]s[]gp-

1 11
Nuér [Ilsp,p=| 1 0 1 och (enligt Rédknehjilpen)
110
111
Drs=| 1 -1 0
1 0 -1
110
Matrismultiplikation ger [T'|s = [{]sr[T]s[]rs = 1 00
-1 2 1



(b) Eftersom S &r en ortonormerad bas ar
1
[T =[Tls =[T]s = | 1
0

(¢) Nu géller [T*|r = [I|ps[T*]s[I]sr och matrismultiplikation ger

3 4 -1
= -2 -3 1
0 —1 2

4. Matrisen A har egenviardena —1 och 4 med egenvektorerna e; = (1, 1)
respektive e; = (2, 1).

Vi ansétter x(t) = a(t)e; + b(t)es. Da giiller

xX'(t) =d'(t)e; + b'(t)ey
x"(t) =a"(t)e; + V" (t)eq
AX(t) = —a(t)e1 =+ 4b(t)62 s

sa Ax = x ger a” = —a och O’ = 4b.

Eftersom x(0) = (3,2) = e; + ey och x'(0) = (1,0) = ey — e; ger
begynnelsevilkoren att a(0) = 1, b(0) = 1, och @’(0) = —1 och ¥/(0) = 1.
Sa det galler att losa

() = —a(t V(1) = 4b(1)
L { a(0) = 1,a(0) = =11 BT { b(0) = 1,(0) = 1

I. Vi far a(t) = Acost + Bsint, a’(t) = —Asint + B cost. Begynnelse-
villkoren ger A = a(0) =1 och B = a’(0) = —1. Sa a(t) = cost — sint.

IT. Nu far vi b(t) = Ce**+De " I/ (t) = 2Ce* —2De~?. Begynnelsevill-
koren ger C+D = b(0) = 1 och 2C—2D = V/(0) = 1. Ekvationssystemet

{C+D:1 1

. 3
9 — 9D — 1 harlosnlngenC’—Z,D—4

1
Sa vi far x(t) = (cost —sint)(1,1) + 1(362t +e7#)(2,1) eller

z1(t) = cost — sint + 3(3e* + ¢7)
To(t) = cost — sint + ;(3e* + e7)



5. Vi borjar med att bestdmma egenvektorerna.
Da A =1 har vi

3 2 1 1 1 0
T-Is=| -2 -1 -1 |~[01 =1
-1 -1 0 0 0 0
sa e; = (—1,1,1) ar en egenvektorer till egenvérdet 1.
Nar A = 2 har vi
2 2 1 1 1 1
T—20s= -2 2 -1 |~[001
-1 -1 -1 0 0 0

Vi ser att es = (—1,1,0) ar en egenvektorer till egenvirdet 2, men
ocksa att det bara finns en fri variabel sa egenrummet har dimensionen
1. Vi bestammer dérfor en generaliserad egenvektor.

Vi har
-1 -1 1 111
[T —2I% = 1 11 ]~[000
1 11 000

Sa ez = (—1,0,1) ar en generaliserad egenvektor som &r linjirt obero-
ende med ey. Sa B = {ej, ey, e3} ér en bas for R?.

Vi har Te; = ey, (T — 2[)ey = 0 eller T'es = 2eq, och [(T — 21)es]s =
(—1,1,0) = [eq]s eller Te; = ey + 2e3. Detta betyder att

[T]p = ([Teils [Texs [Tesls ) =

O O =
O NN O
N = O

6. Se kurslitteraturen.



