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1. (a) Falskt. AA∗ =

(
5 2
2 1

)
6=

(
1 2
2 5

)
= A∗A.

(b) Sant. A− 2I =

(
0 2
0 0

)
s̊a (A− 2I)(3, 2) = (2, 0) och

(A− 2I)2(3, 2) = (A− 2I)(2, 0) = 0.

(c) Falskt. Om u 6= 0 och Au = 0, s̊a är A2u = A0 = 0 6= u = Iu.

(d) Sant. Vi har
‖u + v‖2 = 〈u + v,u + v〉 =

〈u,u〉+ 〈u,v〉+ 〈v,u〉+ 〈v,v〉 = ‖u‖2 + 2〈u,v〉+ ‖v‖2

s̊a 〈u,v〉 = 0.

(e) Sant. Välj ON-bas B s̊a att [T ]B är diagonal. Diagonalelementen
uppfyller dii = d3

ii s̊a dii = 0, 1 eller −1. Speciellt är diagonal-
elementen reella och allts̊a är [T ]HB = [T ]B.

2. Vi har [I]SF =

 0 1 1
1 0 1
0 1 0

. En kalkyl ger [I]FS = [I]−1
SF =

 −1 1 1
0 0 1
1 0 −1

.

Detta ger

[T ]S = [I]SF [T ]S[I]FS = (Räkna,räkna) =

 −1 1 4
0 1 2

−1 1 2

 .

S̊a, eftersom S är en ON -bas gäller

[T ∗]S = [TS]T =

 −1 0 1
1 1 1

−4 2 2

 .

3. Matrisen A har egenvärdena −1 och 4 med egenvektorerna e1 = (1, 1)
respektive e2 = (2, 1).

Vi ansätter x(t) = a(t)e1 + b(t)e2. D̊a gäller

x′(t) = a′(t)e1 + b′(t)e2

Ax(t) = −a(t)e1 + 4b(t)e2 ,
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s̊a x är en lösning om a′ = −a och b′ = 4b.

Eftersom x(0) = (3, 2) = e1 + e2 ger begynnelsevilkoret att a(0) =
b(0) = 1. S̊a det gäller att lösa{

a′(t) = −a(t)
a(0) = 1

och

{
b′(t) = 4b(t)
b(0) = 1

.

Lösningarna är a(t) = e−t och b(t) = e4t. S̊a x(t) = e−t(1, 1) + e4t(2, 1)
eller {

x1(t) = e−t + 2e4t

x2(t) = e−t + e4t .

4. L̊at projektionen vara Π, p1 = 1 + t och p2 = 1 + t2. Nu är t + t2 =
p1 + p2 − 2 och Π(t + t2) = Π(p1) + Π(p2) − 2Π1 = p1 + p2 − 2Π1 =
2 + t + t2 − 2Π1. S̊a det gäller att beräkna Π1.

För att f̊a en ortogonalbas l̊ater vi e1 = p1 och e2 = p2 − ae1 där a
väljs s̊a att 〈e2, e1〉 = 0, dvs. 〈p2, e1〉 = a〈e1, e1〉. Men 〈p2, e1〉 = 5 och
〈e1, e1〉 = 5 och vi f̊ar a = 1. S̊a e2 = 1 + t2 − (1 + t) = t2 − t.

Nu är 1 = Π1+v⊥ = αe1 +βe2 +v⊥, där α och β väljs s̊a att v⊥ ⊥ E.
Skalärmultiplikation med e1 och e2 ger

〈1, e1〉 = α〈e1, e1〉 och

〈1, e2〉 = β〈e2, e2〉 .

Men nu är 〈1, e1〉 = 3, 〈e1, e1〉 = 5, 〈1, e2〉 = 2 och 〈e2, e2〉 = 4. Detta

ger α = 3
5
, β = 1

2
och Π1 = 3

5
e1 + 1

2
e2 = 1

10
(6 + t + 5t2). Till sist f̊ar vi

Π(t + t2) = 2 + t + t2 − 1
5
(6 + t + 5t2) = 4

5
(1 + t).

5. Lösningen är xn = Anx0. För att beräkna Anx0 observerar vi att

p(λ) = det(A− λI) =

∣∣∣∣ 2− λ 1
−1 4− λ

∣∣∣∣ = . . . = (λ− 3)2

s̊a λ = 3 är ett dubbellt egenvärde. L̊at N = A− 3I =

(
−1 1
−1 1

)
och

observera att N2 = 0. Binomialsatsen ger

An = (3I + N)n = 3nI + n3n−1N .

Nu är Nx0 = (−1,−1) och vi f̊ar

xn = 3n(3, 2) + n3n−1(−1,−1) = 3n−1(9− n, 6− n) .

6. Se kurslitteraturen.
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