1.

Kortfattade 16sningar

Linjar algebra IT, MMG400
13 januari, 2014

(a) Falskt. Motexempel: Tx = 0 for alla x.

(b) Falskt. Motexempel: e; = e3 = (1,0), e; = (0,1) i R?.

(c) Sant. A bara det tredubbla egenvardet 2. S& R3 = GE; och varje
egenvektor dr en generaliserad egenvektor till A.

Vi kan ocksa se det genom en kalkyl. Om x = (2,1,1) sa géller
(T —2INx = (2,2,0) och (T —2I)*x = 0.

(d) Falskt. Motexempel. Lat [T]s = ( 8 (1) ) i standardbasen S pa
R% Da ir [T*]s ( ) Vi ser att om [e]g = (1,0) sa &r
Te = 0 och | = . Sa e &r en egenvektor till 7' (med

egenvérdet O) men mte tlll T*.

(e) Sant. Eftersom 7" &r normal finns en ON-bas B dér [T]p] dr dia-
gonal med egenvirdena (\q, ..., \,) pa diagonalen. [T*]p ar ocksa
diagonal med diagonalen (A, ..., \,). Om e; ir en egenvektor med
egenvirde \;, dvs. Te; = \e;, sa giller [T*e;]p = \ife;] 5. Alltsa
ar e; en egenvektor till 7% med egenviirdet \;.

Sa varje egenvektor till 7" &r en egenvektor till T*. Att varje egen-
vektor till T &r en egenvektor till T" foljer pa samma sétt.
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2. (a) Vi har [T|g = [I|ps[T)s[I|sp dir [I|sp = ( } 3 ) och [Ilps =

[I]sp- En kalkyl ger [I]ps = ( _i’ _f ) och

ne- (3000

(b) Vi har [T?|p = [I]p sa T? = I. Detta ger T%° = T*1**! = T Alltsa
. 5 —4

Lat B =2A. A och B har samma egenvektorer och egenvirdena till A
ar hélften av egenviirdena till B. Det karakteristiska polynomet till B
ar

3= A 5 B 9 .9
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med nollstéllen 2 och —8. En kalkyl ger egenvektorerna e; = (1, 1) och
ey = (1,—1). Alltsa har A egenvirdet 1 med egenvektor e; = (1, 1) och
egenvardet —4 med egenvektor ey = (1, —1).

Vi ansétter x(t) = a(t)e; + b(t)eq. Da giiller

x"(t) = a"(t)e; + b (t)es,
Ax(t) = a(t)e; — 4b(t)e, ,

sa x &r en losning om a” = a och b’ = —4b.

Eftersom x(0) = (3,1) = 2e; + e och x'(0) = (1,3) = 2e; — ey och
x'(t) = d'(t)e; + U'(t)es ger begynnelsevilkoren att a(0) = 2,6(0) =
och a’(0) =2 b( ) = —1. Sa det géller att 16sa

a”(t) = a(t) V' (t) = —4b(t)
! { a(0) =a(0)=2 ' { b(0) = 1,1 (0) = —1

L. Vifar a(t) = Ae'+ Bb™", d'(t) = A+ Be' — Bb™. Begynnelsevillkoren
ger A+ B =a(0) =2 och A— B = d/(0) = 2 med losningen A = 2,
B =0. Sa a(t) = 2¢".

II. Nu far vi b(t) = C'cos2t + Dsin2t, b/'(t) = —2C'sin 2t + 2D cos 2t.
Begynnelsevillkoren ger C' = b(0) = 1 och 2D = ¥/(0) = —1 Sa b(t) =

cos 2t — % sin 2t.

Sa losningen dr x(t) = 2¢’(1,1) + (cos 2¢ — 5 sin 2¢)(1, —1) eller

z1(t) = 2€' + cos 2t — £ sin 2t
2o(t) = 2e' — cos 2t 4 5 sin 2t

4. Vi observerar att T' = I + tD déar D é&r deriveringsoperatorn D f(t) =

f'(t).SaT* =1+ (tD)" =1+ (tD)*. For att berdkna (¢D)* observerar
vi att partiell integration ger

wona) = [ o= [ Foa
==MWW%—AMWMWW

:o—A}@wwwﬂmw
= —(p,(I +tD)q) .

Sa (tD)* = —(I+tD)ochvifar T* =1+ (tD)* =1 — (I +tD) = —tD
eller T*p(t) = —tp'(t).



5. En kalkyl visar att A har det dubbla egenvérdet 2. Vi sétter N = A—21
och observerar att N? = O.

Ekvationen har 1osningen x(¢) = ¢x(0). For att beriikna detta obser-
verar vl att

etA — otRI+N) _ 2t tN _ €2t<[+tN) _ ( 1—t|—t 1—_15Zf )

wo-e (7 ) (1) (1)

Sa x1(t) = xo(t) = e*.

och

6. (a) Se kurslitteraturen.
(b) Antag att
)\Oeg + /\181 + )\262 =0. (1)

Vi skall visa att \g = A\; = Ay = 0. Genom att applicera T" och T? pa
(1) far vi

Ae; + 2Xe; = 0 och (2)
)\161 + 4)\262 =0. (3)
(3)-(2) ger 2X2e5 = 0 och eftersom e, # 0 far vi Ay = 0. Nu ger (2)

Are; = 0 och A\ = 0. Till sist ger Ay = Ay =01 (1) att \peg = 0 och
)\0 = O



